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AVANT-PROPOS 


Le deuxième tome de notre cours de mathématiques supérieures 
est consacré aux équations différentielles, aux intégrales multiples, 
aux séries et aux fonctions d’une variable complexe. 

Les notions fondamentales sont exposées en tête de chaque chapi- 
tre. Les démonstrations formelles des théorèmes sont données en 
principe en fin de chapitre, d’où 4 possibilité de les omettre en 
cas de besoin. | 

De nombreuses formules des « Equations de physique mathéma- 
tique » et des « Séries de Fourier » ont été établies à partir de consi- 
dérations physiques. 

Signalons que les chapitres 6 et 7 qui traitent de la théorie des 
fonctions d’une variable complexe et du calcul opérationnel peuvent 
être abordés avant le chapitre « Séries et intégrales de Fourier ». Ce 
dernier n'implique du reste aucunes connaissances spéciales de Ia 
théorie des fonctions d’une variable complexe hormis l’abc des 
nombres complexes. Dans ce chapitre, on montrera notamment com- 
ment on peut calculer certaines intégrales de Fourier sans faire 
intervenir le calcul opérationnel. 

Les auteurs tiennent à exprimer leur gratitude au professeur 
Trénoguine, chef du département de mathématiques de l’Institut 
de l'acier et des alliages, et à ses collègues, à Léontiev, membre corres- 
pondant de l’Académie des sciences de l’U.R.S.S., au professeur 
Volkov pour leurs conseils et leurs judicieuses remarques. 


CHAPITRE PREMIER 


 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES 


$ 1. Problème conduisant à une équation différentielle 


Un corps de température 8, à l'instant { — 0 est placé dans un 
milieu de température a (8, >> a). On demande la loi de variation 
de la température de ce corps en fonction du temps. La température 
cherchée est une fonction du temps que l’on désigne par 6 (ft). 

Du cours de physique on sait que la vitesse de refroidissement 
d'un corps est proportionnelle à la différence des températures de 
ce corps et du milieu ambiant. La fonction 6 ({) étant décroissante, 
d'après la signification mécanique de la dérivée, on obtient 

SO 2 8 ()—al, (1) 
où kÆ est le coeïfficient de proportionnalité. 

La relation (1) est le modèle mathématique du processus physique 
étudié. La relation obtenue est une équation différentielle, car elle 
relie La fonction inconnue 8 (f) à sa dérivée. L’équation différentielle 
(1) peut décrire d'autres phénomènes physiques. Pour a = 0 par 
exemple, elle décrit la désintégration de l’atome radioactif. 

La solution de l’équation (1) est immédiate: 0 (t) = Ce-*t+ a, 
où Cest une constante arbitraire. On déterminé cette constante à 
partir de la condition 6 (0) = 6,, soit 6, = C + a. 

= La solution cherchée est donc 


O(t) = (8 —aett + a. 


$ 2. Notions générales 


Il est souvent impossible, lors de l’étude de phénomènes physi- 
ques, de trouver directement la loi reliant les variables indépendan- 
tes et la fonction cherchée. Par contre, on peut établir une relation 
entre cette fonction et ses dérivées, c’est-à-dire décrire le phénomène 
étudié par une équation différentielle. 

Si la fonction inconnue dépend d’une seule variable, l’équation 
différentielle est dite ordinaire. La forme générale d'une équation 
différentielle ordinaire d'ordre nr est: 


Fa y y'iees y) = 0. (1 
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La fonction F est une fonction donnée. de n + 2 variables, qui 
vérifie généralement certaines conditions de continuité et de diffé- 
rentiabilité sur lesquelles nous glisserons ; y — y (x) est la solution 
de l'équation différentielle qu'il faut trouver. 

On appelle solution d'une équation différentielle ordinaire d'ordre n 
une fonction y (x) possédant sur un intervalle Ja, bi les dérivées 


y" (x), y” (x), . .., y{x) et vérifiant cette équation, c’est-à-dire 
réalisant l'identité: 
F (æ, y), y), .., #9 @)=0, 2€ la, bl. 


Chaque solution ne l’est généralement que sur un intervalle bien 
défini. [1 est évident que si une fonction y (x), définie sur un intervalle 
Ja, bl, est solution de l'équation différentielle (1), elle le sera aussi 
sur un intervalle le, di contenu dans Ja, bf. 

Dans les prochains paragraphes, on étudiera des équations diffé- 
rentielles définies par des fonctions réelles # et on cherchera leurs 
solutions réelles y (x). On omettra le terme « réelles » jusqu’à ce 
qu'on introduise [es solutions complexes de ces équations. On revien- 
dra plus loin sur cette question. 

Donc, les solutions réelles y (x), x € la, bl, de l’équation diffé- 
rentielle ({) seront appelées simplement solutions. 

Une solution d'une équation différentielle ordinaire d’ordre n 
est par définition une fonction y (x), continue sur un intervalle 
Ja, b[ avec toutes ses dérivées jusqu'à l’ordre n — 1 compris et 
admettant de plus une dérivée y*)(x) d'ordre n sur Ja, bl. On con- 
viendra que yl*(x) est aussi continue sur Ja, bl sans le spécifier 
expressément. 

Le graphe d’une solution de l'équation (1) s'appelle courbe inté- 
grale de cette équation (voir plus bas $ 3, remarque). 

On dira indifféremment solution pour ‘courbe intégrale et vice 
versa. 

Comme ce chapitre est entièrement consacré aux équations diffé- 
rentielles ordinaires, on omettra pariois le mot « ordinaires » sans 
crainte d’ambiguïité. 

Les équations 


y" + 2y + y =sinx, (y'} +1 0, 
y" + (y'} = 0, y + ky = cos x 


sont autant d'exemples d'équations différentielles ordinaires. La 
première est du troisième ordre, la seconde et la troisième, du deu- 
xième ordre, la quatrième, du premier ordre. 

On remarquera au passage que la deuxième équation ne possède 
pas de solutions réelles. 

Intégrer une équation différentielle c’est en trouver la ou les 
diverses solutions. La détermination d'une solution passe par une 
intégration des fonctions entrant dans cette équation. 
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Nous commençons par l'étude d’une équation différentielle du 
premier ordre 


F'(x, y, y’) = 0. (2) 


On admettra en règle générale que la fonction F' (x, y, 2) est 
paie ï RE , 0F ôF 
définie et continue avec ses dérivées partielles FT et = Sur un 
domaine © d’un espace à trois dimensions. En particulier, le domaine 
© peut être confondu avec l’espace tout entier des points (x, y, 2). 
On rappelle qu’une solution ou une solution particulière de l’équa- 
tion différentielle (2) est une fonction réelle continûment dérivable 


y = y (x), définie sur un intervalle Ja, bÎ et vérifiant cette équation: 
Fix, y(x), y'(x)=0, x € la, bl, (x, y (x), y (&) € Q. 
On dit que deux équations algébriques 
Fi y 2 —0, Fi y, 2 =0 (3) 


sont équivalentes sur un domaine Q de points (+, y, z) si toute solution 
de l’une est solution de l’autre. 
On dit que deux équations différentielles 


F (x, ÿ; y)=0, F,(x, y, y) —0 


sont équivalentes sur un domaine { si les équations algébriques (3) 
le sont sur Q. 

Donc, toute solution y (x), x € la, bl, (x, y (x), y (x)) E Q, de 
l’une de ces équations est solution de l’autre. 

On convient que deux équations équivalentes sur un domaine Q 
ne font qu'une. 

Lors de la transformation d'une équation différentielle il faut 
veiller à ce que la nouvelle équation soit équivalente à l’ancienne 
(sur (2!) ou, à la rigueur, signaler les solutions perdues'et les solutions 
étrangères. 

On appelle problème de Cauchy *) pour une équation différentielle 
du premier ordre la recherche d’une solution y = y (x) de l'équation 
donnée, vérifiant la condition initiale 


y (Go) = Yo, 


Où (Zo, Yo) est un point donné du plan (0x, Oy). 

Le problème de Cauchy n’'admet pas toujours de solution. 

S'il en admet une, il est important d'en définir l’unicité. Signa- 
lons d'ores et déjà un fait important qui sera prouvé au $ 6: le pro- 
blème de Cauchy posé pour l'équation différentielle du premier 
ordre mise sous la forme résolue par rapport à y’ 


— f(x; y) ((& y)€G) 


1) Augustin Louis Cauchy, illustre mathématicien français (1789-1857). 
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admet une solution unique pour tout point (79, yo) d'un domaine G 
du pian (Ox, Oy) si la fonction f (x, y) définie sur G est continue 


Poe | ) 
avec sa dérivée partielle 9 ; 


Dire que le problème de Cauchy admet une solution unique, 
revient à dire que si y (x) et y, (x) sont des solutions définies respecti- 
vement sur des intervalles Ja, bl et le, di et vérifiant la même condi- 
tion initiale y (to) = Y1 (To) — Yo, alors y (x) — y, (x) sur l’inter- 
section de ces intervalles. 

_ ÉxeMP1e f. La plus élémentaire des équations différentielles du 
premier ordre se présente sous la forme 


y = f(x), xE€ la, bl, (4) 


où f (x) est une fonction continue sur Ja, bl. 
La théorie de l’intégrale indéfinie nous apprend que toute solution 
de cette équation est de la forme: 


= | f(x) dr +0, 


où le premier terme est une intégrale indéfinie de f (x), c’est-à-dire 
une primitive de j (x) sur Ja, bl: 


v(= | f(x) dr, 


et € une constante arbitraire (—o << C << œ). 
Ainsi, toute solution de l'équation différentielle (4) est de la 
forme 


= pr) +C, 2€ la, bl, (5) 


où Ÿ (x) est une primitive de f (x) sur Ja, bl, € est une constante 
arbitraire, le paramètre de la famille des solutions. 

À chaque valeur du paramètre C correspond une solution (parti- 
culière) de l’équation (4) et, inversement, toute. solution est une 
solution particulière (3) correspondant à une valeur du paramètre €. 

Si l’on dérive (5) par rapport à æ, on obtient l’équation diffé- 
rentielle (4). La relation (5) s'appelle intégrale générale de l’équation 
différentielle (4). 

Le problème de Cauchy pour l'équation différentielle (4) admet 
une solution unique. Pour trouver la solution de l'équation (4). qui 
vérifie la condition initiale y (to) = Yo, Où (to, Yo) est un point 
quelconque de la région {a x << b, —o << y << œ} du plan 
{Ozx, Oy), on porte æo et Ya dans l” intégrale (5) et on détermine la 
constante C': 


Yo = Ÿ (Go) + CC = yo —Ÿ (Lo). 
D'où 
Y — Yo = Ÿ. (x) — Ÿ (to). 
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tégrale) de l'équation (4) qui passe 

par le point (xs, Yo) (fig. 1). 
ExEMPLE 2. Considérons l’équa- 

tion différentielle 

y = ky (—o <x, y < oo), (6) 

où # est une constante donnée. 


Ceci est la solution (courbe in- y | 


On vérifie immédiatement que 0 
la fonction L 
y = Cef* = Cexp(kz) (7) Fig. { 


(— 00 << x << oc) 


est la solution de (6) pour toute valeur de €. Nous glissons sur Ia 
déduction de cette famille dé solutions dépendant du paramètre € 
et renvoyons le lecteur au $ 3. 

Une dérivation de (7) par rapport-à x nous donne: 

y" = Ckexp (kx) (—00 << x << ©). (8) 

Eliminons le paramètre C entre les égalités (7) et (8), c’est-à-dire 
tirons C de l’une d'elles et portons-le dans l’autre. On obtient 
manifestement l’é équation différentielle initiale (6). 

La relation (7) s'appelle intégrale générale de l'équation diffé- 
rentielle (6). 

Voici la définition de l'intégrale générale d’une équation diffé- 
rentielle du premier ordre. 

Soit donnée une équation différentielle du premier ordre 


E (x, y, y y’) = 0, (2) 
où la fonction À {x,.y, z) est continue avec ses. dérivées partielles 
0F oF 
ET et — Sur un domaine de points (x, y,z z) d'un espace à trois 
dimensions. 


On appelle intégrale générale de l'équation différentielle (2) l’ex- 
pression | 
où la fonction ® (x, y, z) est continûment dérivable sur un domaine 
de points (x, y, z) et possède la propriété suivante: si l’on dérive 
l'expression (9) par rapport à x en admettant formellement que 
y = y (x): 
-6D  0®D ,. 
De Toit 0 (10} 
et que l’on élimine C entre les équations (2) et (10), on obtient une 
équation différentielle équivalente à l'équation (2). 
On dit encore que l’équation (2) est une équation différentielle 
d'une famille de fonctions (9) dépendant d’un paramètre C. 
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EXEMPLE 3. Considérons la famille de fonctions 
y=(z—C} (—o <x< 00), (11) 


dépendant d’un paramètre C. 
Dérivons (11) par rapport à x: 


y'=3(x—C} (—o <z< 0) (12) 
ét élevons l’égalité obtenue au cube: 
GX = 27 (x — CS. (13) 


Il est immédiat de voir que nous avons obtenu une équation diffé- 
rentielle équivalente à (12). De (11) et de (13) on déduit alors l’équa- 
tion différentielle 

(y) == 27g% ="0;: (14) 


On s’assure aussitôt que toute fonction (11) est solution de cette 
équation. Du reste, ce fait découle déjà de ce que l’équation difié- 
rentielle (14) s'obtient par élimination du paramètre € entre les 
équations (11) et (13). | 

On a prouvé que la relation (11) est l'intégrale générale de l’équa- 
tion différentielle (14). | 

Dans la suite, nous étudierons quelques types d'équations diffé- 
rentielles du premier ordre et indiquerons des méthodes de résolu- 
tion qui nous donneront des familles de solutions dépendant d’un 
paramètre C. Ces familles seront les intégrales générales des équa- 
tions différentielles considérées. 

I] se pose la question de savoir si l'intégrale générale d’une équa- 
tion différentielle du premier ordre contient toutes les solutions. 
La réponse à cette question est affirmative si l'intégrale générale peut 
être mise sous la forme résolue par rapport à C 


et si le premier membre de l'équation (15) est une fonction continü- 
ment dérivable. Plus exactement on a le 
THÉORBME 1. Soit donnée une équation différentielle 


F (x, ÿ: y'} = 0, (x, VE y‘) È Q (2°) 
où la fonction F (x, y, z) est continue avec ses dérivées partielles D 


sur un domaine Q de l'espace (0x, Oy, Oz) et supposons que Ÿ (x, y) — 


— C,où Y (x, y) est une fonction continûment dérivable sur un domaine 
du plan (Ox, Oy), est l'intégrale générale de (2°). 
Sous ces conditions, si 
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est une solution de l'équation (15) continüment dérivable sur la, bI 
pour une valeur de C, alors elle est nécessairement solution de l'équation 
différentielle (2”) et, réciproquement, toute solution de l'équation diffé- 
rentielle (2°) est solution de l'équation (15) sur son intervalle de défi- 
nition pour une valeur de €. 

D£MONSTRATION. Soit y — y (x), x € la, bl, une solution continû- 
ment dérivable de l'équation (15) pour une constante C,: 


Vér, y) = Co, æE€ la, bE 
Une dérivation par rapport à x nous donne: 


a y) + (a (y (0, zEla (16) 


Ceci exprime que la fonction y (x) est solution de l'équation 

différentielle 
0Y . 0Y ; 

donc de l'équation différentielle (2”) qui est équivalente à (17) 
sur le domaine {2 (en vertu de la définition de l’intégrale générale). 

Réciproquement, supposons que y (x), a x << b, est solution 
de l’équation différentielle (2”}, donc de l’équation (17), autrement 
dit on a l'identité (16) que l’on peut encore écrire: 


Y (x, y(x))=0, xelJa, bl. 


Une intégration entre x, et x, où to, x € la, bl, nous donne 
x 
 u 
O= | Vox, y(x))dr= Vie, y (x) —Ÿ (to y (&o)) = 


(Co Ÿ (ro y (to))); 
c'est-à-dire que la fonction y (x) est solution de l'équation Ÿ (x, y) — 
— C, sur l'intervalle Ja, bl. | 


REMARQUE SUR L’EXEMPLE 2. L'intégrale générale de l'équation 
différentielle 


y — ky (y EÏl—o, œl) (6) 
s'écrit sous la forme résolue par rapport à C (cf. (7)) 
yes = C (x, y E]—c, ol). (18) 


Comme le premier membre de cette équation possède des dérivées 
partielles continues sur le plan {Ozx, Oy) tout entier, le théorème 1 
nous dit que l'intégrale générale (18) contient toutes les solutions de 
l'équation différentielle (6”) pour des valeurs différentes de la cons- 
tante C. 


2—0687 
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Pour résoudre le problème de Cauchy avec la condition initiale 
Y (0) = Yo, portons (xo, Yo) dans (18) et calculons C = C5: 


Y0e "0 — Cés 
La solution du problème de Cauchy est 


ye** des y 0e "*%0 
ou | 
y = yo ® 0) (x E ]—oo, of). 
REMARQUE SUR L'EXEMPLE 3. L'équation différentielle s’ecrit 
encore dans cet exemple: 


F (x, y, y) = 0, (19) 


Fe, y, y) = GUY — 27% 


est continûment dérivable sur l’espace (0x, Oy, Oz) tout entier que 
nous désignerons par (. 
Nous savons déjà que l'intégrale générale de cette équation est 


où la fonction 


y = (x —C}, xEl—o, ol. (11) 
Si l’on résout l’équation (11) par rapport à C, on obtient 
VA y)=C, VV, y)=2x— y". (11°) 


La dérivée partielle de la fonction Ÿ par rapport à y n’existant pas 
sur l'axe y — 0, l'hypothèse du théorème 1 n’est pas remplie. On 
ne peut donc pas affirmer que ioute solution de l'équation diffé- 
rentielle (19) se déduit à partir de l'intégrale générale pour une 
valeur de C. 

La figure 2 représente la famille des paraboles cubiques (11) 
pour différentes valeurs de €. Chacune de ces paraboles est une 
courbe intégrale de l’équation différentielle (19). Il existe cependant 
d’autres courbes intégrales, par exemple la courbe représentée en 
gras sur la figure 2: 

(x — a)$, IL A, 
GB}, BE. 

Ainsi, l'équation différentielle (19) possède une intégrale géné- 
rale (11) définie sur le plan (Ox, Oy) tout entier, maïs cette intégrale 
ne fournit pas toutes les solutions. [lexiste une infinité d’autres 
solutions correspondant aux couples de nombres (a, B), où x << f. 

Mais si l’on considère l'équation différentielle (19) pour les 
y. >> 0, c'est-à-dire si l’on admet que la fonction F (x, y, 2) est défi- 
nie sur le demi-espace y = O0 que nous désignerons par Q;, alors 
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l'intégrale générale | 
| Vx,y)=xz—-y/#—=€, 

—o00 LC<Loo, —00Lr< oo, O<Ly< oo, 
est continûment dérivablesur Q.. On peut donc se servir du théorème 1 
et l'intégrale générale nous donne toutes les solutions appartenant 


Fig. 2 


au demi-plan supérieur 
{—o0 Lr<o, 0<y< oo}, 


Un fait analogue a lieu pour le domaine Q. des points (x, y, 2), 
où y 0. 

Signalons que l'équation différentielle sous la forme résolue 
par rapport à la ‘dérivée 


f(x, y) (20) 


établit une relation explicite entre les coordonnées du point 4 — 
= {x, y) et! la pente “de là tangente à la courbe intégrale en M 
(fig. 3): 

ga — f(x, y). 


Si la fonction f (x, y) est définie sur un domaine Q du plan, alors 
à tout point 7 € Q est associée une direction dont la pente est égale 
à f (x, y). Si l’on trace le vecteur unitaire de cette direction, d’origine 
M, on définit un champ de directions sur Q (fig. 4). 

Les courbes intégrales de l'équation (20) sont des courbes pour 
lesquelles les directions mentionnées sont les directions des tangentes. 
Résoudre une équation différentielle, c’est trouver les courbes en 


D | 
> 
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chaque point desquelles la tangente est confondue avec la direction 
du champ. Dans le cas considéré, les courbes intégrales sont toutes 
situées dans le domaine Q. 

Exemple 4. Soit y — y/x. 


A nn 
€ y=3(x) rd A Le 
à À AY 
la AO 7 | 
AE FT ET jai 
A ! Ed TT "À 

| RE 

or x La . \ -_#— # _ Se 
: r X 
Due 
Fig. 3 Fig. 4 


Le second membre de cette équation est défini sur l’ensemble 
de tous les points du plan (0x, Oy}), hormis les points de l'axe des y. 
Pour les points M = (x, y) € Q de la droite y = kx, on a 


tgu—f(x, y)=f(x, kr) 2% (1420), 


c’est-à-dire que le champ de directions est de la forme représentée 
sur la figure 5. 


Fig. 5 Fig. 6 


La direction de la droite y — kx est confondue avec celle du 
champ en chaque point de la droite, donc les courbes intégrales sont 
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les droites non parallèles à l’axe des y, issues du point O et privées 
de O. 

Pour construire le champ de directions, on a intérêt à considérer 
les lieux géométriques des points en lesquels les tangentes aux courbes 
intégrales ont une direction constante. Ces lieux géométriques s’ap- 
pellent isoclines. 

ExEMPLE 5. l'tant donné y’ — V x? + y?, l'équation J/ x? + y? — 
— k est celle de l’isocline correspondant à une valeur bien définie de k 
(y = k), c'est-à-dire est l'équation d'un cercle de rayon k (fig. 6). 

La connaissance des isoclines d'une équation différentielle nous 
permet de tracer facilement les courbes intégrales. 


$ 3. Equations différentielles élémentaires 
du premier ordre 


Soient M (x, y)et N (x, y) des fonctions continues sur un domaine 
Q du plan (Ox, Oy). 


L'expression 
M (x, y) dr + N(x, y) dy = 0 ((x, y) € Q) (1) 


s'appelle équation différentielle du premier ordre. 

En fait, l'expression (1) définit deux équations différentielles 
du premier ordre, une équation par rapport à y (x) et une autre par 
rapport à x (y). 

Dans le premier cas, par solution de l'équation (1) on entend une 
fonction y — y (x) définie sur un intervalle Ja, b[ (dépendant de 
cette fonction), possédant une dérivée continue et vérifiant l'équa- 
tion (1): 

M (e, y) dr + Ne, y (x) y' (x) dx = 0 


(x € la, bf, (x, y (x)) € Q). 


La différentielle dx de la variable indépendante x étant différente 
de 0, on peut diviser cette équation par dx. L’équation étudiée se 
met alors sous la forme ordinaire : 


Ma D+N( y <= (( )EQ). (2) 


Les équations difiérentielles (1) et (2) sont équivalentes par rap- 
port aux solutions y — y (x). 

Par des raisonnements analogues on établit l’équivalence, par 
rapport aux solutions x — x (y), de l'équation différentielle (1) 
et de l'équation 


MG DE +N(E v)=0 (( y) ER) (3) 


Etudions en détail l’équation différentielle (2) (par rapport à y). 
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Supposons que la fonction W (x, y) ne s'annule en aucun point de 
Q (N (x, y) = 0, V(x, y) € Q). Alors, étant continue sur l’ensemble 
connexe Q, ou bien elle est partout positive ou bien partout négative 
sur Q. On peut donc mettre l’équation (2) sous la forme résolue par 


, à 
rapport à 


dy __ Mix, y) , 
D Nu D (x, y) CG, (2) 


c'est-à-dire que les équations (2) et (2”) sont équivalentes sur Q. 
Si la fonction W (x, y) s’annule en certains points de Q, alors les 
équations (2) et (2”) seront équivalentes seulement sur la partie « 
du domaine Q, où la fonction W {x, y) est différente de 0. 

Supposons que la fonction V s’annule en un point (xs, yo) E (2. 
Si M (zos Yo) 7 0, alors l'équation (2) ne possède visiblement pas 
de solution passant par (xs, Yo): en effet l'équation (2) devient 
M (20, Yo) = 0, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Si, par contre, M (to, y5) — 0, alors par le point (x,, ÿ,) il passe 
une, ou plusieurs, ou même une infinité de solutions. Ceci apparaîtra 
dans des exemples ultérieurs. 

On peut faire la même remarque au sujet de l’é équation difté- 
rentielle (3). [l faut simplement intervertir x et y, de même que W 
et W. 

Discutons encore le cas où les fonctions M et N ne s’annulent 
en aucun point de Q. Le second membre de l’équation (2') ne s’'an- 
nule non plus en aucun point de @ et présente toujours le même signe. 
Donc, la solution y (x) de l'équation différentielle (2°) admet une 
dérivée y’ (x) de même signe. Ceci exprime que la solution y — y (x) 
est strictement monotone sur son intervalle de définition la, bl. 
Par suite, elle admet une fonction réciproque continâment dérivable 
zx — z(y) sur un intervalle Je, dl. De plus 


ON 
dy dy M M ? 
dx N 


donc la fonction réciproque est solution de l’équation différentielle 
(3). 

Donc, si les fonctions M (x, y) et N (x, y) ne s’annulent en aucun 
point de Q, alors toute solution y = y (x) de l’équation (1) admet 
une fonction réciproque æ = æ (y) qui est également solution de 
cette équation. 

Ï. Equations à variables séparées. L'équation 
(1) S "appelle équation différentielle du premier ordre à variables 
séparées si 


M (x, y) — (x), x € la, bl, 
N (x, y)=%4(4%), yel, dl. 
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a 


Elle prend la forme 


p (x) dx + (y) dy = 0. (4) 


On supposera dans la suite que œ (x) et 4 (y) sont des fonctions 
continues. Soit y — y (x) une solution de l'équation différentielle 
(4) sur le rectangle 


A ={a<x<b, c<y<d} 


définie sur un intervalle Jæ, BIS Ja, bl. 
On a alors l'identité 


p (x) dx = — [(y (x)] dy (x), zx € la, BI, 


d’où l'on déduit par intégration que 
Lota) dr — [pty(aay(a)+ Cie — | pat. 


Les intégrales | pt) dx et | p() dy sont des primitives de 
@(x) et Ÿ(y): 
fot&)dr=D{), a<r<b, 


be VU, c<y<d; 


dans la deuxième égalité on a effectué le changement de variable 
y (x) = y sous le signe d'intégration (voir tome I, chap. 5, $ 2); 
la constante C dépend de la solution y (x). 

Donc, sur le rectangle indiqué, toute solution y (x) de l’équation 
différentielle vérifie l'équation 


{ota) de + | by) dy =c 
pour une constante C, ou l'équation 


D+TG)=cC. (9) 
Le premier membre de (5) est une fonction F (x, y) continüment 
dérivable sur le rectangle 
A={a<z<b, c<y<d} 
et telle que 
0F 0F 
Ge PG) 3 = VU). 


Si l’on dérive formellement (5) par rapport à x en admettant que 
y = y (x), on obtient 


p (x) + (y) 0, 


c'est-à-dire l'équation différentielle initiale (4). 
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Donc, l'expression (5) est l’intégrale générale de l'équation diffé- 
rentielle (4), qui correspond aux solutions de la forme y = y (x). 
Le théorème 1 du $ 2 nous dit que toutes les solutions continüment 
dérivables sur la, BI de l'équation (5) sont, quel que soit C, solutions 
de l'équation (4) et inversement. Du reste, nous avons prouvé la 
réciproque directement. 

Par des raisonnements analogues, en intervertissant x et y, on 
établirait que l’expression (5) est l'intégrale générale de l'équation 
ee (4), qui correspond aux solutions x = x (y}),y € lv, 
& Jc, d 

Donc, l'expression (5) est l'intégrale générale de l’équation diffé- 
rentielle (4) aussi bien pour les solutions y — y (x) que pour les 
solutions æ — x (y). 

EXEMPLE 1. Soit x?dr=ydy; A={a<r<b, c<y<d}.Ona 

y? | 


| dr | y dy —C ; à C est l'intégrale générale. 


ExEmPLE 2. e* dx —ev° dy: Î ex dx — { ev dy=C. 


Ces intégrales ne peuvent être exprimées par des fonctions élé- 
mentaires. On admet toutefois que le problème est résolu du point de 
vue de la théorie des équations différentielles. 

Il Equations à variables séparables. Si 


M (x, y) = qi (x) 1 QY), N (x, y) = p2 (x) Ÿ2 (y), alors l'équation 
(1) s'appelle équation à variables séparables: 


Pi (2) P1 ) dx + 2 (x) Ve (y) dy = 0. (6) 


En divisant les deux membres de cette équation par , (x) 1 (ÿ), 
en admettant bien sûr qu'il existe des (x, y) pour lesquels ce produit 
est différent de 0, on obtient l'équation à variables séparées: 

P1 (x) à Ve (y) 
Li dx + EE dy = 0. 
P2 (x) T Ÿa (y) y=0 

L'intégrale générale de cette équation se trouve comme dans I. 

Mais il peut éventuellement exister des solutions .passant par les 


points (to, Yo) et telles que pa (&0)Ÿ à (o) = 0. 
IIT. Equations homogènes. Une fonction M (x, y) 


est dite homogène de degré m si 
M (tz, ty) = PM (x, y), Na, y, t> 0. 


Si les fonctions M (x, y) et N (x, y) sont homogènes de même 
degré m, on dit que l’équation différentielle 


M dz + N dy = 0 . (7) 
est homogène. 
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Cette équation se transforme comme suit: 


dy ____ M(z, y) _ 
dx N (x, y) 
Le m LA 
LM) matt)” (4) 
4 m LA z /? 
N (s, 121 -È } ei (21, + À 
c'est-à-dire que 
dy y 
dx + (+) d (8) 


où jf est une fonction d’une variable. 
Effectuons le changement de variables 


d d 
Ya, EST te 
Alors 
d 
x +z=f(2) 
ou 
dz dx 
1(z)—2 FE 
Donc 
z ! dz 
ou 


th 


où € # Ô est une constante arbitraire. 
Signalons une équation plus générale que (8): 
dy __ œ-1s {_Y_ 
amd (+). (9) 


On peut la résoudre par la substitution y = 2%z. On a alors 


et 
dx d 


qe À ae [f (2) — a], 
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àz __ dx 
f(z)—œz x ? 
+ dz 
n|— = | Fu) (CÆ 0), 
dz 
z=Cexp | START, {11)) 


où C = O est une constante arbitraire. 
EXEMPLE 3. (2° + y?) dx + xy dy = (. 
Cette équation est homogène, car les fonctions 


M (2, y)=2 + y, Nix, y) = 2y 


sont homogènes de degré m = 2. Effectuons la substitution y = 2x. 
On a dy = z dx + x dz et l'équation devient 


(x? + 2x?) dx + x°z (z dx + x dz) — 


(4 + 22?) dx + 2x dz = 0. 
Séparons Îles variables: 


ou 


dz z dz Ke 1 C 
Eee a 
Comme z—y/x, on trouve 
Ci? C2 TC 
Panpars Wbéecr, V=EV rx ge 
EXEMPLE 4, 
2 = AxŸ + By, (11) 
à: L ‘2 
y'= 2? [4+84- Hat Lee +) le 
Cette équation est un cas particulier de (9) si 
v+i=T. (12) 
Pour y = —2 et v = 2, l'équation (11) devient (la condition 


(12) est remplie) 
= Ar? + By? 
et sa solution est donnée par la formule (10), où 
f)= A+ BA, a =Y%+1— —1, 
Cette équation est un cas particulier de l'équation de Riccati 
"=BP+R (x) 
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.À 


qui, on le sait, ne se résout pas par une quadrature pour R (x) 
AT ?, 
EXEMPLE 5. y dy — (xt + y?) dx = 0. 


On a 
à +) | 4 
dy xt + y? . (1+( x? + (+ | 
dE  zy y a y 
Sr 1 22 


Cette équation est un cas particulier de l'équation (9) pour 


a = 2, f (2) = (1 + z2°)}/z. 
IV. Equation linéaire. L'équation 
d 
SL +p(ry=f(), a<z<b, (13) 


où p (x) et f (x) sont des fonctions continues de x sur un intervalle 
Ja, bl, s'appelle équation différentielle linéaire du premier ordre. 
La fonction inconnue y (x) et sa dérivée figurent linéairement au 
premier degré dans l'équation. 

Si f (x) = 0, alors l’équation 


+ p(x)y=0 (14) 


est dite linéaire homogène ou équation sans second membre et l'équation 
(13), équation complète ou équation avec second membre. 

L'équation linéaire homogène admet la solution y (x) = 0. C’est 
une équation à variables séparables : 


D=-r@u 40, m+]--[pta (C#0, 


y=Cexp(— | p(rdx). (45) 


Si dans (15) on fait prendre la valeur 0 à la constante C’, la formule 
(15) nous donne Ia solution y (x) = 0. 

La formule (15) dit que le graphe de la solution de l’équation 
linéaire homogène est situé au-dessus de l’axe Ox si C => Ô, et au-des- 
sous, si C <(. 

Pour arriver à la formule (15), on a suivi la marche suivante. On a 
admis que la fonction y — y (x) est une solution de l'équation (14) 
ne s’annulant en aucun point de Je, bl et on a établi qu’elle est définie 
par la formule (45) pour un certain C. Il faut avoir présent à l’esprit 


que l'intégrale { p (x) dx désigne une primitive de p (x) sur l’inter- 


valle la, b[, donc la solution donnée par la formule (15) est définie 
sur Ja, bl. Il est immédiat de vérifier que les fonctions (15) sont 


solutions de l'équation différentielle (14) pour tout € et même pour 
C=0. 
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Reste à établir l'existence des solutions coupant l’axe Ox. On peut sollici- 
ter à cet effet le théorème 1 du $ 2. En résolvant (15) par rapport à C’, on obtient 


C=yexp (|? az) ; 


I] est aisé de vérifier que Le second membre est une fonction de (x, y) possé- 
dant des dérivées partielles continues sur la bande {— oo <y <o,a<z< 
<< b}et que si l’on dérive cette égalité par rapport à z en admettant que y — 
— y (x), on obtient l'équation différentielle (14). Alors, d'après le théorème 1 
du $ 2, la formule (15) donne toutes les solutions de l'équation (14). Donc, 
l'équation linéaire (14) ne possède pas de solutions coupant l'axe Ox. 


L’équation (15) se résout habituellement par la méthode de Ber- 


noulli. Cette méthode consiste à chercher la solution sous forme 
d’un produit de deux fonctions 
y (x) = u (x):v (x). 

On a y — uv’ + u'v. En portant les valeurs de y et de y’ dans 
(13), on obtient uv’ + u'v + p (x) uv = f (x) où u (v' + p (x) v) + 
+ uv = f (x). | 

. Choisissons la fonction v telle que v’ + p (x) v — 0. On a affaire 
à une équation linéaire homogène par rapport à v (x). Donc, en vertu 


de (15), on peut poser v — exp (— jp (x) dx). Pour une telle fonction 
v on obtient u'v — f (x), d’où 


u= | Tr. dx + C — | f()exp (| p(x) dx) dr +cC. 


v 


Donc, la solution générale de l’équation (13} est 
y—=u.v—= Cexp (— { p(x) dx }+ 
+ exp (— pds) | f(a)exp (| pdx) dx, (10) 


où € est une constante arbitraire. 

La formule (16) montre que la solution générale de l'équation 
complète est égale à la somme de la solution générale de l'équation 
homogène associée et d’une solution particulière de l'équation complète 
(obtenue à partir de (16) pour € = Ü). 

Il est recommandé de ne pas se servir aveuglément de la formule 
(16) mais de reprendre tous les calculs dans chaque exemple. 

ExEMPLe 6. Intégrer l'équation y” — y = sin +. On a ici p (x) — 
= —1{, f (x) = sin x. Posons y = uv. Alors 

y = uv<+u.v, uv' + uv — uv = sin x, 


u(v'—v)+u'v=sinx, v'—væ0, UV = EXP Î dx = €", 


u'e"—=sinx, u’—e *sinx, u— À e*sinxz dr+C; 
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y = e* | e%sinzxdr+ Ce. 
Une intégration par parties nous donne 
y = Ce* — — (cos x + sin x). 


REMARQUE. L'équation (13) peut également être résolue par la 
méthode de variation de la constante. Si C est une constante, alors la 
formule (15) nous donne la solution de l'équation homogène. Suppo- 
sons que € est une fonction de x et choisissons-la de telle sorte que 


l'expression y — C (x) exp —\p (x) dx) soit solution de (13). Ceci 
n’est autre que la méthode de Bernoulli pour u = C (x), v = 
—= exp (—\? (x) de) , 
V. Equation de Bernoulli. Elle est de la forme 
y + p (x) y = y°f (x), (17) 
où «& est un nombre réel. 

Si & est égal à O ou à 1, on obtient une équation différentielle 
linéaire. Si « est différent de 0 et de 1, la substitution z = y" 
nous conduit de nouveau à une équation linéaire par rapport à z (x). 

L'équation de Bernoulli s'intègre immédiatement par la méthode 


de Bernoulli. Signalons que pour & >> 0, la fonction y (x) = 0 est 
solution de l’équation de Bernoulli. 


$ 4. Théorème d’existence de la solution 
d’une équation différentielle du premier ordre 


La classe des équations différentielles que nous sommes suscep- 
tibles d'intégrer est très étroite. Par exemple, la résolution de l’équa- 
tion différentielle, semble-t-il élémentaire, 

4 z? + y? 
ne peut même pas être ramenée à des quadratures. Force est donc 
dans la plupart des cas d'intégrer les équations différentielles par des 
méthodes approchées. 

Mais avant de se servir d'une quelconque méthode d'approxima- 
tion il importe de savoir si l'équation différentielle admet bien une 
solution et si cette solution est unique ou non. 

On énonce plus bas des conditions d'existence et d’unicité de la 
solution de l'équation différentielle du premier ordre 


dy _ 

= / (x, y) (1) 
qui vérifie la condition initiale 

y (To) = ÿYo- (2) 


1) Jean Bernoulli, célèbre mathématicien suisse (1667-1748). 
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On a le 
THÉORÈME {. Soit f (x, y) une fonction continue sur le rectangle 


D ={r, —a<Kz<%t + a, Yo — db LY KL Yo + db} 


et possédant une dérivée partielle 5 bornée sur D 


Fr IN: ù 


Alors l'équation (1) admet une solution unique vérifiant la con- 
dition initiale (2) sur l'intervalle o — Îx, — 6, xy + 6], où 


: { b 
Ô<< min {a, FAT: } , M ne y)|. (4) 


Ceci étant, 
[y —yI<Pb Vzreo. 


La solution y (x) est continüment dérivable sur ©. Si f (x, y) admet 


des dérivées partielles continues d'ordre p par rapport à x et à y, alors 
y (x) admet sur © des dérivées continues jusqu'à l’ordre p + 1 inclus. 


La figure 7 représente le rectangle D et le rectangle D, (D, € D): 
Di = — 8 <r<Kro+ô, Yo — b KL yYy KL Yo + D}. 


Le théorème affirme que si sur D Ia fonction f (x, y) est continue 
et possède une dérivée partielle bornée vérifiant l'inégalité (3), alors 
par le point (xs, yo) il passe une seule courbe intégrale y = y (x) 
qui est définie pour toutes les valeurs x € [x, — 6, x, + 6]. Cette 
courbe est entièrement contenue dans D,. Le nombre Ô vérifie les 
relations (4). 

On notera que le théorème 1 dit qu'il existe un intervalle bien 
déterminé 


6 — [xs — Ô, xp + ô] 
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sur lequel l’équation (1) admet une solution 


y — y (x) 
passant par le point (%o, Yo)- 

Si l’on avait besoin d’une solution approchée vérifiant les con- 
ditions données, c'est sur l'intervalle © qu'on l'aurait cherchée, car 
on ne peut pas certifier qu'elle est définie en dehors de ©. 

Le théorème 1 sera prouvé au $ 6. Voyons maintenant un exemple. 

ExemMPLE. L'équation 


Frs à (5) 


est un cas particulier de l'équation différentielle (1). 

Le second membre ne dépend pas de x. La fonction ÿ (x, y) est 
égale à —y? pour tout x. 

La fonction f (x, y) — —y*? est continue avec sa dérivée partielle 
0j 
ôy 
on peut, en vertu du théorème d’existence, affirmer que par tout 
point (Zo, Yo) il passe une courbe intégrale et une seule de l'équation 


sur le plan (Ox, Oy) tout entier. Donc, sans intégrer l'équation (5), 


Supposons que Zi — 3, Yo = 1. Soit le rectangle 


D=fB—a<r<ita 1—-b<y<1+b} (a b>0). 
On a 
M= max |f(z,y)|l= max | —wÿ]— max y2=—(1+b)}; 
(x, y)ED YEL1-D, 140] 1—-d<y<1+b 
N— max = max  [|—2y|—2(1+b). 
(x, y)eD | 93 1 by 1 + 


Donc 
$< min {a, TT : ET y) <3- (6} 


L'intégration. de l'équation (5) est Dans le demi- 
plan supérieur (y => 0) et dans le demi-plan inférieur (y << 0), l’inté- 
grale générale a pour expression : 


1 
ce (7) 


Il existe encore une solution, y = 0, mais elle présente peu d'’inté- 
rêt pour nous. 

Choisissons parmi les solutions (7) celle qui passe par le point 
À (3, 1). Il est évident que c’est la solution 
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Son graphe est représenté sur la fi- 

Hd | gure 8. On voit que la courbe inté- 
grale de l'équation (5) qui passe par 
le point À (3, 1) tend vers l'infini 
pour æ — 2. 


té-- Le plus grand intervalle de 
“ =. centre x — 3 sur lequel est définie 
Hé 


valle J2, 4[. La relation (6) déduite 
à partir du théorème d'existence 
nous donne un intervalle moindre. 
Le théorème d'existence de la 
solution d’une équation différen- 
: tielle sera prouvé à l’aide de {a 
Fig. 8 théorie des espaces métriques qui 
est développée dans le paragraphe suivant. 


| 
dE 3 4 ee cette courbe intégrale est l'inter- 
| 
| 
| 
Î 
| 


$ 5. Espace métrique 


Soit M un ensemble d'éléments x, y,2z,... 

On dit que l’ensemble M est un espace métrique si à tout couple 
de ses éléments est associé un nombre positif p (x, y) appelé distance 
de æ à y, jouissant des propriétés suivantes (axiomes de la distance): 

1) op (x, y) = 0 si et seulement si &æ = y; 

2) p (x, y) = p (y, Le 

3) pr, y) Kb (&, z) + p(z, y), Vax, y, zE M. 

L’axiome 3) s'appelle généralement inégalité triangulaire. La fonc- 
tion 0 (x, y) s'appelle encore métrique de l’espace M. 

IL est immédiat de voir qu'un espace À, à n dimensions muni 
de la métrique 


px y)=|x—7y = (x; — y}, 


OÙ T' = (t, . .., Tn), Y —= (Y1, . - ., Un), est un espace métrique. 
L'ensemble C e 4 de toutes les fonctions continues sur [a, b] 
sera un espace métrique s’il est muni de la métrique 


p(f, 8)= max [f(t)—£g(t) |. (1) 
tE[a, b] 


Les axiomes de la distance se vérifient sans peine. 
On désignera par {x"}une suite d’élémentszx" € M (n —1,2,...). 
L'élément x° € M est la limite de la suite {x} si 


p(x", x) +0, n— 00. 


On dit alors que la suite {x"} converge. 
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Une suite {x"*} est une suite fondamentale ou de Cauchy si 
Ve 0 3WN:p(a", x')<e, VNm,n>N. 


Toute suite {x} convergeant vers x € M est de Cauchy. En effet, 
du la convergence de {x"} vers x° il s'ensuit que pour tout & => 0 
il existe un W tel que p (x”, æ°) Ke, Vn > N. Donc, en vertu de 
l'inégalité triangulaire 

p (7, a) < p (à, 7) + p (x, af) Le + e — 2e 

pou mn >. 

La réciproque n'est pas toujours vraie. Si par exemple M — 

= ]0, 1letp (x, y) = | x — y |, alors {1/n} est une suite de Cauchy 


qui ne converge pas vers un élément de M (elle converge en eftet 
vers Ô qui n "appartient pas à M). 


On dit qu'un espace métrique M est complet si toute suite de 
Caucliy d'éléments de M converge vers un élément de 4. 

On sait que la droite numérique À est un espace complet. On dé- 
montre aussi que l’espace À, est complet quel que soit nr => 1. 


THéorëmE 1. L'espace C (a, b] est complet. 


D£moNsTRATION. Supposons que des éléments de cet espace forment 


une suite de Cauchy {f, (f)} pour la métrique (1): pour tout € > Oil 
existe V tel que 


P (ns fn) = max | fn (D) — fm 1e (2) 
pour m, n > N. | 
De (2) il s'ensuit que pour £ € la, b] fixe 
In (D —-fmbi<e mm>N). (3) 


Ceci exprime que la suite de nombres {f, (t)} est de Cauchy, donc 
en vertu du critère de Cauchy elle converge vers un nombre réel 
que nous désignerons par f (t): 


lim f (4) =/(), Vtela, bl. (4) 
En passant à la limite dans (3) pour m —- co, on trouve 
nf OISE R2>N, Vtele, b] (5) 
J'aû 

un [fa @)—f(OI<Ee n>N. (6) 


tEla, 
Ceci exprime que Ja. suite {f; (t)} converge uniformément vers 
f (t) sur La, b], et comme les fonctions fn (&) sont continues sur (a, b], 
il en est de même dela fonction / (t). ); c "est- -à-dire que f (t) € C' {a, b]. 


4} Voir'tome I,.chap:'9, $ 8, ‘théorème 2. 
3—0687 
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Ceci prouve le théorème. 


REMARQUE 1. Dans l'inégalité (6) on peut remplacer sup par max. 
Soit donné dans un espace métrique complet 7 un opérateur 
(une fonction) de M dans M: 


z=Fx (EM, z€ M). 


On dit qu un opérateur F est contractant dans le rapport & si 
p (Fr, Fy) < ap (x, y), Va, yeM, «€ lo, 4, 


le nombre & étant indépendant de æ et de y. 
On dit que x € M est un point fixe ou invariant de F si Fx — x. 
On dit que l’opérateur F est continu en x° si 


lim Fæ° — Fa? 


æ" 200 
(ie. p(Fzx", Fa) 0, n—0o0, Vx"— x). 
[1 est immédiat de voir qu’un opérateur contractant est continu en 
tout point æ° € M: 
p (Fa", Fa) < ap (x", æ) +0, n— 00. 
THÉOREME 2. Si un opérateur contractant F applique un espace 
métrique complet M dans lui-même, il possède un point fixe unique. 
Ce théorème s’appelle principe des applications contractantes. 


D£MoNSTRATION. Prouvons que F ne peut avoir deux points fixes. 
Supposons que Fxrl = xt et Fx? — x°?. Alors 


pet, a) =p(Frt, Fat) <ap(at,z) (a<1). (7) 


Si l’on admet que p (æ!, æ°?) >> 0, il résulte de (7) que &« > 1, ce 
qui est impossible. Donc, p (æ!, x?) = 0 et x! = x. 

Passons maintenant à la démonstration de l’existence du point 
fixe. 

Soit æ° un point de l’espace M. Formons la suite d'éléments 


x", æ\ = Fa, x? — Fi CZ | an = Fani CR) 


Cette suite s'appelle suite récurrente engendrée par l’opérateur #. 
Montrons qu'elle est de Cauchy. On a 


pa", ant) = p (Fat, Fan?) Lap (a-1, a?) < 
 &op(ar-2, am-3)g... &a-lp(xi, a). (n—1,2, ...). (8) 
L'inégalité triangulaire nous donne (7 > m) 
p (27, 27) 
<p a”, at) + p (art, 22) +... +p(arti, a) < 
Llar-t+har-2+,.,;+La*]p(xt, x). 
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Comme a € [0, 1[ par hypothèse, il vient 


p (a, a7)<[a +amtiL,..]p(æt, x) p (xt, a?) 0 


1-——& 


pour m —> co, car p (x!, x°) est un nombre fini. 
Donc, la suite {x"} est de Cauchy et, comme l’espace M est com- 


plet, elle converge vers un élément x € M: 


lim æ =zx€cM. 


Ti + 00 
Montrons que x est un point fixe: 
v (Fr, æ)<p(Fx, 2") +p(x", 2) = 
= p(Fæ, Far-t) +p(a, x)<ap(x, ant) +p(x", x) <E 
pour n>œ N = N (e). : 
Donc, p (x, Fx) — 0, et le premier axiome de la distance nous 
dit que Fæ — x. C.q.f.d. | 


REMARQUE 2. Le point æ étant fixe, on a 
pÜx, a") =p(Fx, Far-t)<ap (x, a-t)= ap (Fx, Far?) < 
<ap(z,ar2)<...<ap(r, a). (9) 
D'autre part 
p(r”, æ)<p (2, ar+1) + p(artt, de) <ap (art, 2) ap (x, &), 
d’où 


a 
1— œ 


0 (x”, x) < AC ANR ES (0Sa< 1). (10} 


Les formules (9) et (10) montrent que x" est une valeur appro- 
chée du point fixe avec une erreur inférieure à &”p (æ, æ°) et à 
Lu n —1 ñn 
pa P @", æ*). | 

Signalons la formule (10) qui nous fournit une majoration de [a 
distance de x" à æ en fonction de la distance de æ° à x"-!. Si l’on 


prend z* pour valeur approchée de x, l’erreur d'approximation est 
inférieure au second membre de. (10). 


EXEMPLE, Supposons qu'une fonction f (x) possède un zéro sur 
la, bl. On admettra que j a des dérivées première et seconde sur 
(a, b] et que f” (x) 0 sur [a, b], autrement dit f (x) est monotone 
sur (a, bl. Ceci exprime que f (x) — 0 présente un seul zéro sur la, b]. 

Formons la fonction auxiliaire 


F (x) =.x + k(x)-f (x), 
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où k (x) est une fonction continûment dérivable non nulle. il est 
évident que le point fixe de F est un zéro de f et réciproquement. 

Si donc la fonction F applique [a, b] dans fa, b] et est contractante 
sur [a, bl, alors la suite récurrente x, = F (x, 1) converge vers le 
point fixe de F, et x, peut être pris pour valeur approchée de Ia 
racine de f. Il existe plusieurs méthodes de calcul approché des 
zéros de f (x) qui diffèrent avec l'allure de k (x). 

Soit à calculer à 0,01 près le zéro de la fonction f (x) = x° + x — 
— À. On a f (0) = —1, (4) = 1, f" (x) = 32? + 1 > 0. Donc, f (x) 
ne possède qu’un seul zéro dans [O. 4]. Posons 4 (x) = —1/f" (x) < 0. 
Alors 


_…__ ft) __ 2z+1 
FES = St: 
Voyons si cette application est contractante. Le théorème des accrois- 
sements finis nous donne 
p(F(x), FU) =1F(G)—-F(GY)I=1F O1 1x-y1<ap (x; y). 

aù 

f (x) f” (x) 

(f (x) 


Pour l'intervalle [1/2, 3/4] € [0, 1] on a 


G== max LF'G)1= Fr" (12)= À <1 
1/2Sx<3/4 


(x3+z— 1) 6x 


MAX] (Grp 


a = max | f(x) | = max 
x x X 


et les valeurs de la fonction } sont comprises dans l'intervalle 


À 2x8 +1 3 5 2 
TSI SA? re[+ , 7]. 


Donc, F (x) est contractante sur [1/2, 3/4]. Supposons que x, = 
— 11/16 € [1/2, 3/4], alors x, — F (x) — 3379/4952 et 


a a 3379 Al 
a Po Lo) = li do 137 | 7985 — 16 
18-51 


FE ee 1.61. 
31. 308 € 300 < 1 


En vertu de (10), on peut prendre T1 pour valeur approchée du 
zéro de la fonction f (x) à 0,01 (en fait à 0 003) près. 

REMARQUE 3. Le calcul "approché du zéro de la fonction f (x) 
(tn & 2) pour k-(x) — —1/f" (x) se fait à l’aide de la méthode de 
Newton dite encore méthode de la tangente. Les termes de la suite 

Si Zh_1 E la, b] est connu, le point x, est l'intersection avec 
l'axe Ox de la tangente au graphe de la fonction f au point 
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(Zn-15 Î (Æn-1)) (ig. 9). L'équation de cette tangente est 
Y — Î (Zn) _ jf’ (Zn_1) (x rt Tn-1). 
En faisant Ÿ = 0, on trouve la solution x — x,, où 


Gr) LES PS | 


L, = Lh_;— 
r ni f (9 


Fig. 9 


Donc, les nombres x, sont les termes de la série récurrente pour 
la fonction F (x) — x — f (x}/f' (x). 

Exercice. La fonction F (x) = x? applique À, dans lui-même et 
possède deux points fixes x = 0 et x = 1. Expliquer pourquoi ? 


S 6. Démonstration du théorème d’existence 
de la solution d’une équation différentielle 
du premier ordre 


Soit donnée l'équation 
dy 
FPE f (2, y); (1) 
où la fonction f (x, y) est continue sur le rectangle 
D =fr —a<rz<ro+a yo — b KL yYy<L Yo + b} 
et possède une dérivée partielle bornée É | < N. 
Il nous faut prouver que l'équation différentielle (1) possède sur 


l'intervalle o — [xs — 6, 0 + Ô] une solution unique y = y (x) 
vérifiant la condition initiale 


ÿ (to) = Yo (2) 
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où 
ï 4 b : 
O<Zminda, —,—+, M— max jf(x,y)|. 3 
(a, +57) max À f(x, 3) (3) 
En outre, y (x) est continûment dérivable sur o. 
L'équation différentielle (1) avec la condition (2) équivaut à 


l'équation intégrale suivante: 
(4 
x 


y (a) =vo+ | (6 y (0) dt. (4) 


Xo 


En effet, supposons que la fonction continue y (x) est solution de 
(4). En dérivant (4) par rapport à x, on obtient 


Œ f(x, y (x)) et de toute évidence ÿ (to) — Yo. 


Donc, la fonction y (x) vérifie l'équation (1) avec la condition (21. 
Supposons réciproquement que y (x) est solution de (1): 


HO (y) Etre 2h ÿ (Go) = Vo 


Üne intégration entre x, et x nous donne 


e x 
[M0 ae — À j(e, y (0) de 


ou 


x 


y(&)—vo= | (6 y (6) dt, 


Xa 


c'est-à-dire que y (x) est solution de (à). 

Etudions l'équation (4). 

Désignons par Mt l’ensemble des fonctions y = y (x) continues, 
définies sur l'intervalle o — [xs — 8, zx, + Ô] et telles que 


| y (x) — yo | K 0. 
Munissons M de la distance 


p (y, 2) = De [y(x)—z(x)|, y, z2E€M. 


Donc, est un espace métrique. C'est de plus un espace complet. 
En effet, si une suite de fonctions y, € M vérifie le critère de Cauchy 
{est une suite de-Cauchy) pour la métrique introduite, alors on sait 
qu'elle converge uniformément sur l'intervalle 6 vers une fonction 
continue y — y (x) sur o (cf. $ »). 

Les fonctions y, — y, (x) vérifient l'inégalité 


| Yn (X) — Yo | & b; x ES (n = 1, 2ie) 
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qui est valable après passage à la limite pour ñn — ©: 


[y (t) — yo | K bd. 


Donc, y — y (x) EM , ce qui exprime que M est un espace complet 
L'égalité 


= (x) + Yo+ | TACE y (t)) dt, y (o) = Yo) (‘) 


associe à toute fonction y = y (x) EM une fonction z = 2 (x) EM. 
En effet, si y € 1, alors y — y (t) est une fonction continue dont le 
graphe est contenu dans le rectangle 


D, = {ro — 8 <Lr<Lto +8, yo — db LYK Yo + b}, 


donc la continuité de f (x, y) sur D, entraîne celle du second membre 
de (5), c'est-à-dire que z = z (x) est une fonction continue sur 6. 
D'autre part, 


x 
à b 
zG)—v1=| | fe y) d|<M 1570 | M8 < Mb, 
Xa 
ce qui indique que z EM. 
On peut ainsi considérer que l'égalité (5) définit un opérateur 
Z — Fy, y € M 1 2 € DAS Ù 
de l’espace complet 3 dans lui-même. Cet opérateur est contractant, 
car si 


Z = Fyss 22 = FYs Yi Ya EM, 
alors 


x 


La (a) — 22) 12] À LE 1) — 5 (6 2) dt | = 


Ko 


=] À Lu 12 (1 (6 20) del] | 0 (ou wo) N dt < 
<P (Yas Ya) ÔN = ap (y Y2), (6) 
où le nombre &« — ÔN vérifie l'inégalité 0 < & << 1, car Ô << 1/N 
par hypothèse. De (6) il s'ensuit que 


D (Z1: 32) — a. | 2 (x) — 25 (x) | K GE (Ya, Ya). 


On sait que dans ces conditions il existe dans (cf. $ 9) une fonction 
unique y = y (x) EM telle que 

y = Fy, 
c'est-à-dire une fonction qui vérifie l'équation (4) et partant l’équa- 
tion (1) avec la condition (2). 
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La méthode des itérations nous donne une solution approchée de 
l'équation (1): 


Un (9) = Fun (9) = Vo + | (6 un) dé (n=1,2,..), (D 


où (2) = YEN. 
En vertu de la formule (10) du So 


Lo) un (1 mx Un (0) — Un (2) | 


Il existe d’autres méthodes de résolution approchée du probléme 
de Cauchy. 

Une méthode assez simple est celle d'Euler (cf. $ 7). 

Il reste à prouver que si Î (x, y) possède des dérivées partielles 
par rapport à x et à y jusqu’à l’ordre p continues sur D, alors la solu:- 
tion y (x) de l'équation (1) possède des dérivées partielles par rapport 
à æ jusqu'à l’ordre p + { continues sur ©. 


En éffet, 
y (œ)=f( y(x)}, xEo. | (8) 


Etant solution de l'é équation différentielle (1), la fonction y (x) 
possède une dérivée par rapport à x sur © et, par suite, est continue. 
La fonction f (x, y) est continue en x et en y sur D par hypothèse, donc 
le second membre de (8). l’est en x sur o. Donc, y’ (x) l’est également 
sur oO. 

Si p > 1, le second membre de (8) possède une dérivée continue 
en z, donc il en est de même du premier membre de l'identité. Par 
conséquent la fonction y (x) DORE une dérivée seconde continue. 
De (8) on déduit que 


A  ) ) (9) 


En appliquant à l’identité (9) les mêmes raisonnements que plus 
haut, on trouve que pour p > 2 la fonction.y (x) possède une dérivée 
continue d'ordre trois sur ©, etc. 


$ 7. Méthode d'Euler de résolution approchée 
d’une équation différentielle du premier ordre 


Soit donnée l'équation différentielle 
d 
= j (a y). (1) 


On admettra que la fonction f (&, y) vérifie Les hypothèses du 
théorème d'existence au voisinage d’un point (x, ÿo)- D'après le 
théorème d'existence il existe un intervalle [x, — 6, x, + 6] et une 
solution uniqué y — y (x) de ({) définie sur cet intervalle et vérifiant 
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la condition y (to) = ÿo. 
Le théorème nous donne la majoration suivante pour 6: 
Ô << (a, 1/N, b/M). 
La méthode d’Euler !) nous permet d'exprimer approximative- 
ment cette fonction avec n'importe quelle précision donnée à l'avance. 


7À Y,(x) 


0 y] | 
| | 
. à >- 
ô X0 X] Xn-1] Xnd X 
Fig. 10 


Envisageons le calcul approché de y (d), où, pour fixer les idées, 
To <'d L To + Ô. Partageons [x,, di en n parties égales avec les 
points Los Lys + + + En — d. La longueur k = x;4,, — x; de l'inter- 
valle [x;, x;,.1 s'appelle pas de calcul. Désignons par y, les valeurs 
approchées de la solution en x;. 

Au lieu de l'équation (1) nous allons étudier le problème de 
Cauchy pour elle sur l’intervalle [xs, xl: 


Ya @) = fo vo), 2 € Wo Gil, Ya (to) = Yo. 
La solution est de la forme 
Va (&) = Yo + f (Go Yo) & — %o). (2) 


C’est cette fonction linéaire que nous prendrons pour solution appro- 
chée de l'équation (1) sur l’intervalle [xs, x,l. Géométriquement cela 
veut dire que nous remplaçons la courbe intégrale cherchée par un 
segment de tangente à la courbe intégrale au point (to, Yo)- 

La formule (2) nous donne 


Yi = ŸYn (ai) = Yo + hf (os Yo)- 
Si l'on connaît les valeurs approchées y,, y, . . ., ya de la solutions 
on considère l'équation suivante sur l'intervalle [x;, æ:+l: 


Ya (x) = fr Yr), % Elte, Zanil, Yn (zx) = 


1}:Leonhard Euler, illustre mathématicien suisse, membre de l’Académie 
des sciences de la Russie (1707-1783). 
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La solution 
) (x) = Yr + Î (Tz, Yx) (x = Th) (k — O, 4, se ss M = 1) \J) 


de cette équation sera prise pour solution approchée de l'équation 
(1) sur [tz, æzail. 
En posant x = x,4, dans (3), on obtient 


Ynti = Va (Œn+r) = Yn + hf (An, ya) (k = 0, 1, ..., n — 1). (4) 


Les formules (4) définissent la méthode d’Euler. 

Les droites d’équation (3} forment une ligne polygonale d'Euler 
(fig. 10). On démontre que sous les hypothèses du théorème d'’existen- 
ce, la suite des fonctions {Ÿ, (x) } converge uniformément sur [x,, dl 
vers la solution exacte du problème pour nr —- co. 


$ 8. Equations non résolues par rapport à la dérivée 


Pour intégrer l’équation différentielle 


F (x, y,y})=0, (1) 


il faut d’abord essayer de la résoudre par rapport à y’. Si cela est 


possible, on obtient une ou plusieurs équations différentielles de la 
forme 


Toute solution de chaque équation (2) sera solution de l’équation 
(1). Cependant, il n’est pas superflu de vérifier si elles sont les 
seules solutions de (1). 


Soit par exemple l’équation différentielle 
@') — (x + y)y + 2xy = 0. (3) 


En la résolvant comme une équation algébrique du second degré en 
y” on peut la mettre sous la forme 


@' — 2x) Y — y) = 0. (3°) 
Considérons les équations différentielles du premier ordre 
y = 2x et y —= y. 
Leurs intégrales générales respectives sont de la forme 
y= a+ Cy y = Ca”, (à) 


où C, et C, sont des constantes arbitraires. Pour des valeurs parti- 
culières de C., et de C,, les fonctions (4) sont des solutions particu- 
lières de l'équation (3). 

Les solutions particulières des deux dernières équations peuvent 
engendrer d’autres solutions particulières de l'équation (3). Ainsi, 


EL ÉQUATIONS NON RÉSOLUES 4 À 


lu fonction 
Le tz<AÀ, 
1 — 
#— | 2ext, 21, 


est également solution de l’équation (3). Cette courbe intégrale est 
constituée de deux courbes intégrales appartenant à des familles (4) 
différentes (fig. 11). 

On considère plus bas deux formes particulières de l'équation 
différentielle (1).justiciables d’autres méthodes de résolution. 

10 Le premier membre de l’é- 
quation (1) ne contient pas z et y: » À 


F (y) = 0. (5) 


On admettra que la fonction F est 
continue et possède un nombre fini 
de zéros. 

Soit y = y(x) une solution 
possédant une dérivée continue. 
Alors y” (x) est égale à l’une des ra- 
cines de l'équation (5), que l’on dé- 
signera par 4. Ainsi donc, y = k, 
d'où y = kz + C,où € est une 
Constante, et 


(9-0 © 


Fig. 11 


Réciproquement, si une fonction continûment dérivable y (x) 
vérifie (6) pour une constante C, alors 
où k est un zéro de la fonction F. En définitive, y — kx + ©, Vz, 
y =k et F (y) = 0. 

Nous avons prouvé que la solution générale de l'équation diffé- 
rentielle (5) est l'expression (6), où C est une constante arbitraire. 

2° Le premier membre de l'équation (1) ne contient pas x: 


F y, y) = 0. (7) 


Le 


Si l'équation (7) est soluble par rapport à y’, alors y” = (y) 
est une équation à variables séparables que nous savons résoudre. 
Supposons que l’équation (7) se résout plus facilement par rapport 
à y qu'à y': y = p(y'). 
Introduisons le paramètre p — = , Alors 
LL EE “à (p) dp ; 
P P 


y=@p{p), dy="(p) dp, 
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d’où 
_ { o’(p)dp 
+ | pe ne 
soit : 
z=vd(p)+cC. 
En éliminant le paramètre p du système 
Ti LC, à 
Ÿ (D) (8) 
y—=p(p) 


on obtient l'intégrale générale ® (x, y, C) = 0 de l’équation diffé- 
rentielle (7). 

Le système (8) peut également être traité comme une représen- 
tation paramétrique de la solution de l'équation (7). Le choix du 
paramètre est arbitraire (y = & (p)), maïs il 
doit tout de même être pris de manière à faci- 
liter Ia résolution de l'équation (7) par rapport 
à y, y —= Hp (p), et à trouver sans peine l’in- 
tégrale correspondante pour la définition de 
la fonction 


_ { ®' ()dp 
ue | D 7 ê 

ExemPzs. Résoudre l'équation x V 1+(y }}— 
9.7 
= y. 

Si p = y’, on obtient des intégrales assez 
complexes. El est plus payant de poser y” — 
— tg p (bE] — n/2, x/21). Alors 

Vi+tep 
dx = 2c0s p dp, 
dy = tg p dx — 2 sin p dp, y— —2cos p+C. 
Le système 


— 2 sin D. 


zæ—2sinp, y=—2cosp+C 


i.e. toute solution de l’équation différentielle est solution de l’équa- 
tion (9) pour une constante C. C’est une famille de cercles de rayon 2 
et de centre (0, C) (fig. 12). On peut prouver que la relation (9) 
est l'intégrale générale. 

On aurait pu résoudre l’équation différentielle initiale en posant 
y" = sh p. 

REMARQUE. Le cas de l’équation différentielle # (x, y’) = 0 se 
traite de façon analogue. 


nous donne 
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$ 9. Solutions singulières 


Soit donnée l’équation différentielle 


= f(x, y). (1) 


Si les hypothèses du théorème d'existence et d'unicité sont 
remplies au voisinage d’un point (xs, Yo), alors par ce point il passe 
une courbe intégrale et une seule. 

Si les hypothèses de ce théorème 
ne sont pas réalisées, divers cas peu- 
vent se présenter. Par le point (to, Yo) 
il peut passer une ou plusieurs, ou une 
infinité, ou pas une courbe intégrale. 
Un cas intéressant est celui où l'é- 
quation différentielle (1) possède une 
solution singulière. 

On dit qu'une solution d'une 
équation différentielle du premier 
ordre est singulière si par tout point 
de la courbe intégrale correspondante 
il passe une courbe intégrale qui lui Fig. 13: 
est tangente. 

On est souvent amené à considérer des équations différentielles 
de la forme (1), dans lesquelles Ia fonction f (x, y) est continue sur 


, Ps #P . Ô Le e 
un domaine ( et sa dérivée partielle _ est bornée et continue dans 


une partie de Q. Il existe dans 9 des points en lesquels . = 0. 
En un tel point les hypothèses du théorème d'existence et d’unicité 
de la solution sont mises en défaut. Si ces points forment des courbes 
différentiables, ces dernières peuvent être des solutions singulières 
de l'équation différentielle. 

ExEmPLe 1. Considérons l'équation élémentaire de Bernoulli 


y = y, a > 0, y > 0. La fonction f (x, y) = y® est continue sur le 


demi-plan supérieur. La fonction . = ay* n’est pas bornée au 
voisinage de y = 0 pour 0 << & << 1. La fonction y =.0 est solution 
de l’équation. Il existe une autre solution passant par le point 


(Zo; 0) : 


y = Le — 9) (1 — a)l/G-0, 


La tangente à cette courbe au point (x, 0) est visiblement l’axe 
yæ 0. Donc, y= 0 est une solution singulière. 
EXEMPLE 2. y = y + 1{,y>0. 
, Ô Ê , - # - _ 
Ici _. — ay%"1. Cette fonction n’est pas bo rnée au voisinage de 


y = 0 pour 0 < a < 1. Cependant, y = 0 n’est pas solution de 
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l'équation. Pour « — 1/2, la solution est définie par la relation 
implicite x + C = 2 (V y — In (V y + 1)) (y > 0), c’est-à-dire que 
par tout point (x,, 0) il passe une seule courbe intégrale x — x, — 
= 2(%Vy—Im(Vy + 1). 

EXEMPLE 3. Les fonctions y = C (x — C)? sont solutions de 
l'équation F(x, y, y')= 4xyy" — (y'}$ — 8y? — O pour tout L 
(fig. 13). La fonction y = 0 est une solution singulière de rette 
équation. 


$ 10. Enveloppe d’une famille de courbes 
Soit donnée une famille de courbes différentiables F, définies par l'équa- 


® (z, Y; &) — 0, (1) 


où & est un paramètre et ® (x, y, «) une fonction continüment dérivable sur un 
domaine de points (x, y, «). 


tion 


On dit qu'une courbe E est l’enve- 
y» À loppe de la famille (1) si en chacun de ses 
points elle est tangente à une courbe de 
I la famille (1). 
À De façon plus précise, on appelle ‘enve- 
loppe Ë d’une famille de courbes T',, dépen- 
| dant d’un paramètre & € Ja, bf, la courbe 


M différentiable 
| E . 4 (œ), : 4 
a<ax<b (5) 
y=y (œ), | 

. : _ %  tangente pour toute valeur du paramètre 
æ à la courbe F, correspondant à cette va- 

Fig. 14 Fou | 
ë Les courbes T, sont dites courbes en- 


veloppées (fig. 14). 
Formons l’équation de l’enveloppe. Particularisons une valeur de &. Le 
point x = x (a), y = y («) est le point de contact de F, et de £Æ. 
On a de toute évidence 


D(x(a), y(a, m)=0, a<a<b. 
Dérivons-la par rapport à «: 
Pix (a) + Dry (a +B=0, a<a< pb. 


Le vecteur (x (&), y’ (&)) est dirigé suivant la tangente à Æ, tangente qui “sl 
confondue avec celle à I, au point (x (&), y (&)). Alors (cf. tome I, chap. X. 


$ 16) 
D} z' (a) + Dj y’ (a) = 0. 
Donc 
D’, (x (œ), y (a), &) = 0, 
i.0. | à 


D! (x, y, a) = 0 (3) 


au point (x, y} de contact de. E et de F,. En ce point on a aussi 
O (x, y, a) = 0. ($1 
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Donc, l'enveloppe de la famille ({} est définie par les équations 


{ D'Ér,:7;:@)=0; 
(3) 


Le système (5) exprime la condition nécessaire d'existence de l’enveloppe, 
autrement dit si la famille (1) possède une enveloppe, celle-ci cst définie par (5). 
Si nous formons le système (5), sa solution ne sera pas nécessairement l’en- 
veloppe de la famille (1). 
Soit donnée maintenant une équation différentielle F (x, y, y’) = O et. 
D (z, y, C) = 0 son intégrale générale. 
= Si la famille de courbes intégrales ® (x, y, C) — 0 possède une enveloppe, 
il est clair que celle-ci est une courbe intégrale, donc une solution singulière. 
Si l’on élimine € du système 
D(x, y, C)—=0, 
4 8D(z, y, C) _0 «t5} 
| ôC _ 
ou obtient parfois une solution singulière. 
Si l'intégrale générale de l'équation différentielle est de la forme 


FF, y)=C, 


où Ÿ (x, y) est une fonction continüment dérivable, alors la famille qu’elle dé- 
finit ne possède pas d'enveloppe (cf. théorème 1 du $ 2). 

Si la fonction Ÿ (x, y) n'est pas continûment dérivable en certains points 
(x, y), alors l’ensemble de ces points peut définir l'enveloppe de la famille. 

EXEMPLE. y = y?/$, 

C'est une équation de Bernoulli. En séparant les variables, on obtient 


y dy = dx (y 0}, BpB—=r—C, 21y = (x — Ch. 
Dr, y, C= 21y — (x — CS — 0 


est l'intégrale générale, où la fonction ® (x, y, C}) est continüment dérivable, 
Formons le système (6): 


donc 


21y—(x— C0; 
3 (z—C)—0, 
En éliminant €, on obtient y — 0. On vérifie immédiatement que y = 0 
est solution de l'équation initiale. C’est une solution singulière (cf. exemple 1 
du $ 9 et remarque sur l’exemple 3 du $ 2} et l'enveloppe de la famille de cour- 
bes 27y — (x — CY$ = 0. | 
Si l’on considère l'intégrale générale sous la forme résolue par rapport à 
C:C— x — 3yl$, alors la fonction Ÿ (x, y) — x — 3yl/® n’est pas continû- 
ment dérivable aux points y — 0 qui, nous l'avons vu plus haut, enveloppent 
la famille de paraboles cubiques. 


$ 11. Equation différentielle du deuxième ordre 
L'équation 
Fa y,y,y")=0 (1) 
s'appelle équation différentielle du deuxième ordre. 
On suppose que F (u, v, w, g) est une fonction continûment déri- 


vable des points (u, v, w. g) d’un domaine Q d'un espace à quatre 
dimensions. 
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On appelle solution ou courbe intégrale de l'équation (1) toute 
fonction y — y (x) possédant une dérivée seconde continue sur un 
intervalle et vérifiant l'équation (1). 

Chacune de ces solutions y — y (x) a son propre intervalle de 
définition et pour tout point x de cet intervalle 


(&, y @), y @), y") € Q. 


La solution cherchée est souvent assujettie à des conditions 
subsidiaires dont les plus intéressantes sont celles qui garantissent 
7 l’unicité. Ces conditions sont générale- 

ment de la forme 


ee L # 
PAU y Go) = vo YEN) =% (© 


et portent le nom de conditions initiales. 

Le problème qui consiste à trouver la 

solution de l'équation (1) vérifiant les 

nl X0 x conditions initiales (2) s'appelle pro- 

blème de Cauchy. Géométriquement, les 

Fig. 15 conditions (2) expriment que parmi les 

courbes intégrales passant par le point 

(tos Yo) on retient celle dont la pente de la tangente en (x,, ÿo) 
est donnée (tg « = y’ C0 —= y, fig. 15). 

Les variables z, yet VX peuvent ne pas intervenir dans l’ équation, 
la variable y” le doit nécessairement, sinon l’équation ne serait pas 
du deuxième ordre. 

EXEMPLE 1, & + y + y" = 0, y'y os 

Résolvons l'équation (1) par rapport à y”. FETES que cela 
est possible (la théorie des fonctions implicites nous dit que si une 
fonction F (u, v, w, g) est nulle en un point (gs Vos Wa, Lo), possède 
des dérivées partielles continues au voisinage de ce point et une 


dérivée partielle ? FL 0, alors l'équation F (u, v, w, g) — 0 possède 


au voisinage du int indiqué une solution g = f (u, v, w) et une 
seule). 


L'équation (1) est alors de la forme 
y" f (æ, y, y), (3) 


où la fonction f (u, v, w) est définie sur un domaine © d’un espace à 
trois dimensions engendré par les points (u, v, w), continue avec ses 
dérivées partielles sur w. La fonction f peut ne pas dépendre explicite- 
ment de certaines des variables x, y: et y’. On peut par exemple avoir 
affaire à à des équations de là forme y" = p{x),y = y + yyT = 
y" = y". ‘ 
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Supposons qu'une courbe intégrale y = y (x) passe par un point 
(to, Yo) et que la pente de sa tangente en ce point est égale à un nombre 
donné y, (i.e. y (to) = Yo, Yo) = Yo). 

Ceci définit de façon unique la dérivée seconde en &,: 


0 = À (Go Vos Yo) 18 = Y” (to). 


T1 se pose la question de savoir si, étant donnés x = x, et des 
nombres arbitraires y,, y,, il existe une (ou plusieurs) courbe inté 
grale de l'équation (3) telle(s) que y (x) = yo et y” (xs) = y,. Le 
théorème suivant montre que si la fonction f est suffisamment lisse 
(i.e. différentiable autant de fois qu'on le veut) au voisinage du point 
(To: Yo 4), il existe une telle courbe intégrale et une seule. 


THÉOREME. Supposons que la fonction du second membre de (3) 
est définie sur un domaine à trois dimensions w, est continue et possède 
mn | | 8f ôf 
sur w des dérivées partielles continues D" 07 
À lors quel que soit (xs, Yo, y;) € ©, il existe un intervalle la, b] et 
une fonction y = y (x) et une seule, bicontinûment dérivable sur la, bl 
et vérifiant l'équation différentielle (3). 


On dit que la fonction y (x) est la solution de l'équation diffé- 
rentielle (3) vérifiant les conditions initiales (2), ou encore que y (x) 
os! la solution du problème de Cauchy. 

IT est commode de mettre une telle solution sous la forme 


y (x) = y (&, Yo, Yo): 


Où 7», Y, Sont les paramètres de la solution. Ces paramètres sont 
indépendants, ils peuvent être arbitrairement choisis pourvu que 
le point (x, Yo, Yo) € @. | 

Si l’on fixe x, alors à tout système de nombres C, = yo, Ca = y}, 
(to Cr» C2) € ©, correspond une solution de l’équation différentielle 
(3) que l'on peut représenter par 


y = (x, Cr, Co); 


où C,, C, sont des constantes arbitraires. 

EXEMPLE 2. Trouver la courbe intégrale de l’équation y” + y — 
— Ô, qui passe par le point (0, {) et dont la pente de la tangente en 
(0, 1) est y” (0) = 0. 

Il est immédiat de vérifier que la fonction y — C, cos x + 
+ C, sin x est solution de l'équation, quelles que soient les constan- 
tes €, et C2. Par ailleurs, y (0) = C,, y’ (0) = C,. Pour que les 
conditions initiales soient satisfaites, il faut poser €; — { et C, = 0. 
Donc, la courbe intégrale cherchée a pour équation y = cos x. 


k—0687 
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$ 12. Système de deux équations différentielles 
du premier ordre 


Soit l'équation différentielle 
dy _… , 
PE f(x y, y). (D 
Considérons une solution y — y (x), x € la, bl, et posons y’ — z (x). 
L'équation (1) est alors équivalente au système de deux équations 
différentielles du premier ordre: 


? 

2 

Fe. (2) 
_Z = { (x, y, 2) 

en y et z. 

En effet, si y — y (x), x € Ja, bl, est solution de l'équation diffé- 
rentielle (1), elle possède une dérivée seconde continue sur Ja, bl. 
Alors z (x) — y’ (x) admet une dérivée première continue sur Ja, b{. 

Donc, les fonctions y (x) et z (x) possèdent des dérivées continues 
et vérifient le système d'équations différentielles (2). 

Réciproquement, si deux fonctions y (x) et z (x), x € la, bf, possè- 
dent des dérivées continues sur la, bl et satisfont le système (2), 
alors de la première équation du système (2) il s'ensuit que y (x) 
possède une dérivée seconde continue sur {a, bl. En tirant z de la 
première équation et en le portant dans la seconde, on trouve que 
y (x) est solution de l'équation différentielle (1). 

Le système (2) est un cas particulier du système 


dy 
PU, y; z), 


dz 
= (2 y; 2) 


Et) 


en y et z. 
Ce dernier est visiblement un cas particulier du système 


ue p y, 5)=90, à) 
D (x, ÿ; 2; y’, z'}=0, 


où les fonctions F et ® sont supposées continues et posséder des 
dérivées partielles continues par rapport à y, y’, z,z' dans un domaine 
de points (x, y, z, y”, z'). 

Un couple de fonctions y (x) et z (x) est solution du système d'équa- 
tions différentielles (4) si ces fonctions sont définies sur un intervalle 
la, b[ dépendant d'elles, possèdent des dérivées continues et satisfont 
le système (4) sur Ja, bl. 

Si l’on résout Je système (4) par rapport à y” et z', on obtient un 


système de la forme (3) on admet bien sûr que ce système admet 


une ‘solution, ce qui implique que le jacobien D y) 7 0 à 
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Les équations (3) (ou (4)) forment un système de deux équations 
différentielles du premier ordre par rapport aux fonctions inconnues 
y el Z. 

On dit qu'un système (3) est normal s’il est résolu par rapport à 
y' et Z’. 

Le système normal (3) est justiciable du théorème d existence 
suivant. 


THéorëMEe. Soient q (x, y, z) et 1 (x, y, z) des fonctions continues 
possédant des dérivées partielles continues par rapport à y et z dans un 
domaine w de points (x, y, 2) et soit donné un point (xo, Yo, 20) € ©. 

Il existe alors un intervalle la, bl et des fonctions y = y (x), z — 
— Z (x) définies et continûment dérivables sur la, bl, vérifiant le système 
(41 et les conditions initiales 


y (to) = Yor 2 (Zo) = 20. (5 


Les fonctions y = y (x), z = z (x) sont uniques. 

Ceci étant, si les fonctions q et 1 possèdent des dérivées partielles 
continues d'ordre p, alors les solutions y (x) et z (x) sont p + 1 fois 
continäment dérivables sur l'intervalle la, bl. 


On a indiqué plus haut que la résolution de l'équation diffé- 
rentielle du deuxième ordre (1) par rapport à une fonction pouvait 
être ramenée à la résolution de deux équations du premier ordre 
par rapport à deux fonctions inconnues (système (2)). 

Mais la résolution d’un système d'équations différentielles du 
premier ordre de la forme (3) se ramène aussi à celle d’une équation 
différentielle du second ordre. En effet, en dérivant la première 
équation de (3) par rapport à x, on obtient 

2 
= + Ep Seb D (2 y, 2). (6) 


Considérons en outre la première équation de (3) 


Je = Pa, y, 2). (7) 


Tirons z de (7) (z = % (x, y, y')) et portons-le dans (6). On obtient 
ainsi une équation différentielle du deuxième ordre 


I Dr, y, X (x, y,y}}=A(x, Y, Y°) (8) 


par rapport à y = y (x). 
Si donc y (x) et z (x) sont des solutions du système (3), alors 
y (x) est également solution de l'équation du deuxième ordre. 
Pour que ces raisonnements soient possibles il faut bien sûr que 
la fonction P soit continûment dérivable par rapport à x, y et z et 
que la première équation (3) soit soluble par rapport à z. 


a! 
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$ 13. Equation différentielle d’ordre r 


On appelle équation différentielle d'ordre n une équation de la 
forme 


FEV Us, 28. UM) "0; (1) 
La fonction F (u, vo, 21, . . ., v,) est continue avec ses dérivées 
partielles _ ,-.., ,— dans un domaine Q de points (4, Lo, Ua, . 
(+) 


’,) d'un space. àn + 2 dimensions. 
de résolution de l'équation (1) par rapport à y nous donrw 


yo =f@ y, y... yen), (2) 
On a le 
THÉOREME Î (D'EXISTENCE). Supposons que le second membre 
f(x, y, y',..., y") de l'équation (2), traité comme une fonction 1e 
9f df 


n +1 tb est continu et possède des dérivées partielles AE TURRES 


om continues dans un voisinage Q d'un point (%o, Yo: Yor - «* 
su). 
1 L existe alors un intervalle la, bl et une fonction y = y (x) n fois 
continâment dérivable, définie sur la, bl et vérifiant la re (2) 
et les conditions initiales 


y (to) = Yo, Y° (&o) = Ye, - - …, YU D (eo) = gr, 1) 


La fonction y = y (x) est unique. 

Donc, y (x) est la solution de l'équation (2), qui vérifie les conditions 
initiales (3). 

Si l’on fixe xs, alors à tout système de nombres 


Ci —= Yo: Cy Fe YU; s Cn — y D, 
(is Cas s Ce 
ser associée une solution de la forme 
= ÿ (x, C1 LE Ch). (4) 


tel que 


On obtient en définitive une famille de solutions dépendant de n 
paramètres €, ..., Ch. 
Considérons les fonctions 


Yi (x) — Y, Ya (x) = y’, “ss Un (x) — pins 


Toutes ces fonctions possèdent une dérivée première. L'équation {2} 
est alors équivalente au système de x équations différentielles du 
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premier ordre suivant: 
l dy; 


(5) 


dyn 
| = f (2, Ya, Yas +. Yn): 
Le système (5) est un cas particulier du système 


SE = Pis Vas - +. Un): 


DU ES Es CE 2 ne ét 00e (ti) 
| “ = PA (x, UEE ss asUn): 
(x, Us ce.) Yn) €) 


de x équations différentielles du premier ordre par rapport aux 
fonctions Yyy, . + «; Une 


dyj 


C'est un système normal (résolu par rapport aux dérivées = 


(= 1,..., n)) qui est un cas particulier du système 
F; (x, Yis + Un) = 0 ( . 1; * ..… n). (7)-- 
On a le théorème 
THÉORÈME 2 (D'EXISTENCE). Etant donnés des fonctions w; (x, y1, . .. 
.-.…, Un) G = À, ..., nr) continues, admettant des dérivées partielles 
premières par rapport aux variables y], . .., y continues dans un 
domaine Q de points (x, y1, . . ., y,), et un point (Æo, Y1os + + +» Uno) 
de Q, il existe un intervalle la, bl et des fonctions continûment dérivables 
Yi (&), +. ., Yn (&) vérifiant le système (6) et les conditions initiales 
Yi (Co) = Yos + + +» Yn (Lo) — Yno- (6) 


S'i les fonctions @; (x, y1, . . ., YA) sont p fois continûment dérivables 
sur Q, alors les solutions du système y; (x) (j = 1, ..., n) le sont 
p + 1 fois. 


Si l’on fixe æ,, alors à tout système de nombres 
Ci — Yo + +. Ca — Yno: (Lo: Ci Re Cn) Ê 2, 
est associée une solution du système (6) de la forme 


y —— y (x, Ci: ess Cn}s (9) 
où C3, ..., Ch Sont des constantes arbitraires. 
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On a vu plus haut que l'intégration d’une équation d'ordre n 
pouvait se ramener à celle d’un système de nr équations différentielles 
du premier ordre par rapport à » fonctions inconnues. La réciproque 
est vraie: L'intégration du système (6) peut, sous certaines conditions, 
être ramenée à celle d'une équation différentielle d'ordre n par rapport 
à. une seule fonction inconnue. 

La démonstration de Ia réciproque généralise celle du cas n = 2 


(cf. $ 12). 
ExEemPLe. Réduire le système 
D y yat Vs 
in = Yo — 2Y3 
2 — Y1 + Y3 


à une équation différentielle du troisième ordre. 

On ramènera ce système à une équation différentielle en #, (t). 
En dérivant la première équation et en tenant compte des deux 
autres, on obtient 


dy, __ dy: dya Ho H 
M dt à À — FT 


Dérivons) encore une fois: 


d3 d'y, . d d d d'y d we 
RE UE SE 
Soit le . 
d 
ST = Yi tr Ya t Us; ’ 
Fi = 
Dis gp 0 VU Ua 


Exprimons y, et y, en fonction de y, y; et y: 


Le 
Ya 5 (Vi — 244), dé 


En portant les expressions de y, et de y, dans (10), on obtient l'équa- 
tion du troisième-ordre cherchée en y, (f): 


y" — 3Y£ + 2y4 + 2y = 0. 


La résolution de’cette équation nous donne y,. On trouve y: et Ys 
à l’aide des formules (12). 
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$ 14. Abaissement de l’ordre d’une équation 
différentielle 


Il est souvent possible d’abaisser l’ordre d’une équation diffé- 


rentielle 
F (x, y, y", ..., y) = 0 (1) 


en introduisant une fonction inconnue. Considérons quelques types 
d'équations admettant un abaissement de l’ordre. 

I. Supposons que le premier membre de l’équation (1) ne renferme 
pas la fonction y, c’est-à-dire que l’équation est de la forme 


Fa, y, .., y) = 0. (2) 
Posons z(x) — y’ (x). Alors z'=y", ..., 2®-D = y) et 

l'équation (2) devient: 
Pa sais) 10; (3) 


autrement dit c'est une équation d'ordre n — 4 en z (x). 
Toute solution z (x), x € la, bf, de cette équation doit ensuite 
être intégrée: | 


y= | z(r)dr+c. 
Certaines solutions de l'équation différentielle (3), mais pas néces- 
sairement toutes, forment parfois une famille de fonctions 
3 — (x, C1, CCR E C1) z € la, bi, 


dépendant de r — 1 paramètres C,, ..., C,_,. À cette famille est 
associée une famille de solutions y de l’équation différentielle (2): 


y=| ox, Ci, _. C1) dr+C,, 


dépendant de nr paramètres C,, ..., Cr (Ch = €). 
Exempre 1, y"—YW1+{(y'}. 


La fonction y (x) ne figure pas explicitement dans l'équation. 
En posant z = y', on trouve z° — y" et l’équation devient z' — 
— V 1 + 2. Une séparation des variables nous donne 


d d 4e 
es cd ets in (+ VIT 2), 


24 Vi+a=ertG, {4 72 e2tx+01)  DzextCs 72, 
z— _ (ex+Ci—e-@+G)) = sh (x + C;). 


Or, z2= y", donc dy = sh (x + C;) dx, y = ch (x + Ci) + Co. 


on 
2 
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IT. Supposons que le premier membre de l'équation ({) ne con- 
tient pas la variable indépendante x: 


FGYy y, ..., y®) = 0. (3) 


On admettra que y est une ti indépendante et y” est In 
fonction inconnue. Posons y’ — z (y). Alors 


JT gx da dy dr  V'4 
m__ dy" _ d(z2y) d(z-24) dy 2 ” 
Er Ni | 


= (2, 29 +... 20), 

En portant ces valeurs dans (4), on obtient une équation diffé- 
rentielle d'ordre nr — 1 en z. Supposons que z = z (y), y £ la, BI, 
est une solution non nulle sur Jæ, Bl. Comme z (y) — # 2, alors 

2%, = | 4+HC, velo, BI. 


Nous avons obtenu la solution y (x) de l'équation initiale (4) sous 
forme implicite. 
Les fonctions z = z (y) sont souvent de la forme 


Z = Z (y, Ci: ..) Cn-1); y € la, BL, 


OÙ Cy, - - «+, Cn_1 Sont des paramètres. Les solutions y (x) correspon- 
dantes 

y — y (x, Ci … Can) 
dépendent à leur tour de x paramètres C,, . .., Un (Cn = €). 


Exempre 2. (y'} + 2yy" = ©. 

æ ne figurant pas explicitement dans l'équation, on pose Yx — 
— z (y). D'où y” — # = AUS? z,. En portant ces valeurs dans 
l'équation, on trouve 2? + 2yzz, = O ou z(2 + 2yz,) =". 
D'où z = Oetz + 2yz, = 0. 

Si z = 0, alors y; — 0 et y — const. 

Si z + 2yz, — 0, alors en séparant les variables on obtient 


1 C 
OU. elles eee: 
Z 2y Ci V'y V 4 
C: — 2 
L'E L_ , V y dy C4 dx, TZ UV Cr + Co. 
dx V4 
III. Le premier membre de l'équation (1) est une fonction homogène de 
degré m en y, y’, ..., y(n), c'est-à-dire que 


F (x, ty, ty, ..., Eytn)) = EmMP (x, y, y', ..., y) = 0). 
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Pour abaisser l’ordre de cette équation, posons 


y = yz (y = 0). 
Alors 
y = Ga) = ya + ya = yË + ys = y (À + 7’), 


y) = yo (2, 77, ...., 2(n-1)), 
En portant ces valeurs dans l'équation (1), on obtient 
F x, y, ya, y + z), ..., y@ (z, 3°, ..., a—1))) = 0 
on, puisque la fonction est homogène, 
RE (x, 1, 3, +2, ..., © (2, 7, ..., 2m1))) = 0, 
D'où l'équation différentielle d'ordre n — 1, puisque y 0: 
F(&, 1,2, ..., © (z, 3°, ..., z0m-1))) = 0, 


Soit z= z(x) une solution de cette équation. Comme z (x) = y'/y, alors 
d ci 
2 (2) dx, la] He | 2 (0 d0, 


y—=€C exp ({ 2 (æ) da) x 
où C est une constante arbitraire. Si 
DC sis 0). 
alor 


y=Cn xp(\o (Cine Cn-1) de) ; 


où Cy, «:., CA Sont des constantes arbitraires. 


EXEMPLE 3. Intégrons l'équation de l'exemple précédent avec cette méthode. 

La fonction F (x, y, y’, y") = (y’}? + 2yy” est une fonction homogène du 
deuxième degré en y, y’, y”. La fonction y (x) — 0 est solution de l’équation. On 
admettra que y = 0. En posant y’ — z-y, on obtient y” — y (z° + z*}. Por- 
tons ces valeurs dans l’équation, on obtient 


(y) + 2P (+2) —=0 (y Æ 0). 
D'où 3z2 + 23° — 0. La fonction z = 0 est solution de cette équation (donc 
y — 0 et y — C est solution de l'équation initiale). Supposons que z = 0. 
Alors 
2dz 2 2 


— 1 — = —1l: 
ar dr, amet O, 2e (a+ CG) 
dy 2 dr y 2 F0 
ro ns No ns MAROC rEn 


est la solution générale. Signalons que la solution y = 0 se déduit à partir de la 
solution générale pour €: — 0. 
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$ 15. Equations linéaires d’ordre supérieur 


On appelle équation différentielle linéaire d'ordre n une “quution 
de Ia forme 


YO + pans () PU HE pi) + po () y = f (x), (1) 
T € Ja, bl, 
où f (x), Po (Æ), : : + Pn_1 (&) sont des fonctions données continues 


sur Ja, bl. Désignons le premier membre de l'équation (1) par 
L, lyl= L [yl. On l'appelle opérateur différentiel linéaire d'ordre n. 
L'opérateur L [y] est doué des propriétés suivantes: 
1) LICyl = CL Iyl (homogénéité) : 
2) L {ÿn + yel = L'Iyil + Lly,l (additivité). 
À noter qu'un opérateur homogène et additif est dit linéaire. 
En se servant de ces propriétés on déduit immédiatement que 


m m 
AD Cun |= > CRE {yel, (2) 
où C, sont des constantes arbitraires. 


ExemPLe 4. Soit L [yl = y” + y. 

Il est immédiat de voir que Z [sin x] = —sin x + sin x =, 
Le] =22+ 3 oi 

L'équation (1) peut se mettre encore sous la forme 


Llyl= L, lyl=f(), x€ la, bf. (1°) 
Si f(x)= 0, alors l'équation 
L, [y] = 0, xEëé la, bl (2) 


s'appelle équation différentielle linéaire homogène, ou sans sucund 
membre, d'ordre n. L'équation (1) est dite équation complète ou avec 
second membre. 

On admet que les fonctions f (x), po (£), ... ., Pn_1 (&) sont 
continues sur l'intervalle Ja, bl. On démontre que pour de telles 
fonctions l'équation différentielle (1) possède une solution unique 
définie sur l'intervalle la, b[ et vérifiant les conditions initiales 


ky (to) = Yo, y' (Zo) Fo, Yo "ss y(r-1 (Zo) == yia—1), 


Ceci étant, si les fonctions p;, (x) et j (x) sont p fois continüment 
dérivables sur la, bl, la solution y (x) le sera n + q fois sur la,. bI. 


TasoreMe 1. Si y,, . . ., y sont solutions de l'équation homo- 
m 
gène (3), il en est de même de leur combinaison linéaire >, Cyyn. 
ee TR 


Ceci découle de l'égalité (2). 
Introduisons la notion de dépendance linéaire de fonctions par 
analogie avec les systèmes de vecteurs. 
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On dit que des fonctions y, (x), .…. Um (&) Sont linéairement 
dépendantes sur la, b[ si l'une d’elles est une combinaison linéaire 
des autres quel que soit x € la, bl. En d’autres termes, on dit que 


des fonctions y; (x), - .., Um (TZ) sont linéairement dépendantes 
sur Ja, bl s’il existe des nombres &,, ..., «, non tous nuls, tels 
que 

b (t) +... + arYÿm(r)=0, zxE Ja, bf. (4) 


Si l'identité (4) n’a lieu que dans le cas où tous les &; sont nuls, 
an dit alors que les fonctions y,, . . ., yn Sont linéairement indépen- 
dantes sur la, bl. 

On appelle système fondamental de solutions de l’équation diffé- 
rentielle (3) un système de 2 solutions linéairement indépendantes 
sur Ja, bl: 

Y1 (&), Ya (x), + + «+ Un (æ). 


Pour intégrer une équation différentielle linéaire homogène d’or- 
dre n à coefficients p; (x) continus sur Ja, bl il faut trouver un systè- 
me fondamental de solutions. 

En vertu du théorème À, toute combinaison linéaire de solutions 


y; (x): 


n 


= à Cryr (&), () 


où C1 sont des nombres arbitraires, est aussi solution de l’équation (3) 
sur la, bi. Réciproquement, toute solution de l'équation différen- 
tielle (3) est une combinaison linéaire des solutions particulières 
y; (x) (cf. théorème 4 plus bas) constituant un système fondamental. 

Donc, la solution générale de l'équation différentielle (3) est de la 
forme 65), où C sont des constantes arbitraires et y, (x) des solutions 
particulières de (3) formant un système fondamental de solutions de 
l'équation homogène. 

Signalons que la solution générale de l'équation complète (1) 
est la somme d’une de ses solutions particulières y, (x) et de la solu- 
tion générale de l'équation SE Gus 


En effet, 
Laye La Wob+ D CE LWii=f (a) + 0= f (0). 
D'autre part, si y est une solution quelconque de l’équation ({}s 


alors 
La lg — yol = La lyl — L, [yol = f (&) — f (x) = 0, 
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et par suite, y — y, est solution de l'équation homogène; il existe 
alors des nombres C’;, tels que 


y (2) — Yo (x) = À Cu; (x), 


c'est-à-dire que (6) est réalisée pour ces nombres. 


THÉéORÈME 2. Si des fonctions y, (x), . . ., Yn (&) sont linéaire- 
ment dépendantes sur la, bl et possèdent des dérivées jusqu’à l'ordre 
m — À, alors 


y1 (2) 00 C0) 
V() Um) | LQ (réa, b1). (5) 


g{e- D (x) ... y 9 (à) 


Le déterminant (7) s'appelle déterminant de Wronski *) ou u'rons 
kien et se note W(x)= W [y,, . .., Yml. 

DÉMONSTRATION. Les fonctions y; (t), . . ., Ym (x) étant linéaire- 
ment dépendantes sur Ja, bl, il existe des nombres æ&,, ...,n, 
non tous nuls réalisant (4) sur la, bl. En dérivant l'identité (4) 
m — 1 fois on obtient le système d'équations 


Gaÿi (r) + + + GmYm (x) =0, 
Yi (2) +... + amYm (x) = 0, 


oygr- D (x) +... Hay) (x) = 0. 


Ce système homogène possède par hypothèse une solution non 
triviale &, . . ., Gm (C'est-à-dire qu'il existe au moins un &;  Ü) 
Vz € Ja, bl. Or, ceci n’est possible que si le déterminant du système, 
qui est un wronskien, est nul. C. q. f. d. 

REMARQUE. Du théorème 2 il s'ensuit que si W (x) = 0 en un 


point au moins de Ja, bl, alors les fonctions y, . . ., y, sont linéai- 
rement indépendantes sur la, bl. 
ExEmpre 2. Les fonctions 1, x, ..., x"-t sont linéairement 


indépendantes sur tout intervalle la, bl, car 
de A Las AT 


A Re Re À CE 


® +: = 2 9 °° 6 9% >» 4e + + ee 


14.411 21... (m—1)1Æ0. 


1) Joseph Marie Hoene-Wronski, mathématicien polonais (1778-1853). 
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ExEMPLE 3. Les fonctions e*1*, ..., e*m* sont linéairement 
indépendantes sur tout intervalle à bl Si Æy, + - ., Em ne Sont pas 
égaux. 

En effet, 

Weh:x, .,., ehmx] — 
eh1x ermx { 1 
* phkX km d 
== he 1 es + ke m = etRi+. | .+km}x k, + kn _. la, 
RU OR Lo RCA) ess 


puisque le dernier déterminant est un déterminant de Vandermon 
de !} qui n’est pas nul pour k;,, . .., k, différents. 
ExemPLe 4. Les fonctions e**, xe**, ..., x"-lék* sont linéai- 
rement indépendantes sur tout intervalle la, bi. 
Comme e** = 0 et 
ae L are +... Lame her — 
er [ot à à oem, 


l'indépendance linéaire de ces fonctions résulte de l'exemple 2. 


THÉORRME 3. Pour que les solutions y, (x), . . ., y, (x) de l'équa- 
tion différentielle linéaire homogène L,, [y] — 0 à coefficients continus 
soient linéairement indépendantes sur la, bl, il faut et il suffit que 
W [y .. …. U1#Æ0 pour tous lesxz € Ja, bl. 


Démonsrrarion. 4) Si W (x) Æ O0 sur la, bl, alors les fonctions 
Yi (Z), - + «, Un (x) sont linéairement indépendantes qu'elles soient 
solutions de l’équation Z,, [y] — 0 ou non (cf. remarque). 

2) Soient ys, - . -, y des fonctions linéairement indépendantes 
sur Ja, bl, solutions de l’équation L, [y] — 0. 

Prouvons que W (x) = 0 sur la, b[. Supposons par absurde qu’il 
existe un point æ = x, € la, bl en lequel W (x,) = 0. Choisissons 
des nombres &,, ..., &«, non tous nuls tels qu’ils soient solutions 
du système 


Ya (To) + ie + ŒnYn (To) = 0, 
%1ÿ1 (To) + nn (Lo) = 0, (8) 
Gp (20) + 22 à + ny (13) = 0 


Geci est possible, puisque le déterminant du ee (8) est W (zo) — 


—= 0. En vertu du théorème 1, la fonction y — ù a;y; (x) est solu- 
tion de l’équation Z, [y] — 0 avec les io initiales nulles 
(d'après (8)) 
y (Zo) — Û, y” (x) = 0, #0: «sa yes) (0) = 0. 
1) Voir tome I, chap. 10, & 2. 
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Or, ces conditions sont vérifiées par la solution triviale y = 0. 
En vertu du théorème d'existence et d’unicité, cette solution est 


unique, donc D, &;y; (x) = 0 sur Ja, bl, c’est-à-dire que les fonc- 
1 


tions Y1, «+. ., Yn Sont linéairement dépendantes contrairement 
à l'hypothèse. C. q. f. d. 


Si p; (x) sont discontinues dans l'intervalle où nous cherchons la solution, 
l'équation L, [yl — 0 peut posséder plus d’une solution vérifiant les conditions 
initiales y (xo) = y’ (xo) = . .. = y®-D (x,) = 0 et alors il est possible que 
W (x) = 0 sur Je, bl. 

EXEMPLE 5, Il est immédiat de vérifier que les fonctions 


ne={ en de à 
0, 1<xz<2, 
0, O<zx<1, 
{x— 1), 1<x<2 
sont linéairement indépendantes sur ]0, 2{ et que W (x) = 0 sur 10, 21. 


Cela tient au fait que la fonction y — Ciy1 + Coys est la solution générale 
de l’équation 


Ya (x) — (œ => 2) 


7 œ (a — 4) _— 
x Œ (a — 1) » . Q lé : L _® 
OÙ Po (x) = — NET La est discontinue au point x — 1. Le théorème d'existen- 


ce et d'unicité est mis cn défaut (au voisinage du point x = {) ou cette équa- 
tion. Cette dernière admet deux solutions vérifiant les conditions initiales 
y = 0 et y’ — 0 pour x — 1: y = 0 et y (x). 


THÉORÈME 4 (FORME DE LA SOLUTION GÉNÉRALE), AS Yy, - « +, Un 
sont des solutions linéairement indépendantes sur la, bl de l'équation 
différentielle linéaire homogène d'ordre n L, [ul — 0 à coefficients 
continus p; (x), alors la fonction 


y(a)= 2 Crya(z), zEla, b[. (4) 


où Cr sont des constantes arbitraires, est solution générale de l'équation 
LA [y] = 0, c'est-à-dire que la somme (9) est solution de cette équation 
quelles que soient C},, et réciproquement, toute solution de cette équation 
se représente par une somme (9) pour des valeurs appropriées de C». 


DEMONSTRATION. Nous savons que quelles que soient les cons- 
tantes C2, la somme (9) est solution de l'équation L, [y] — 0. Sup- 
posons réciproquement que z = z (x) est une solution arbitraire de 
cette équation. Posons 


2) = 2, 2e ss 00) = AD, (10) 
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Formons le système d’équations linéaires en C}, suivant: 


k 

RE (11) 

Br 

| > Coygt (= 0, 

ET! 

Le déterminant W (x,) du système n'est pas nul, puisque les fonc- 
tions Yy, - . «+ Un Sont des solutions de l'équation différentielle 
L, [y] = 0 linéairement indépendantes sur Ja, b[. Il existe donc un 
système unique de nombres C?, ..., Cn, vérifiant les équations 


(11). En portant ces nombres dans (9), on obtient la solution sous 
la forme 


nn 
y= À Chu (x). 


cette solution vérifiant les mêmes conditions initiales (10) que 
z (x). Le théorème d'existence et d'unicité nous dit alors que z (x) = 
= y(x), x € la, bl. C.q.f.d. 

Donc, pour trouver la solution générale de l'équation homogène 
L, [y] = O, il suffit de trouver n solutions linéairement indépendan- 
tes et de former une combinaison linéaire (9) avec ces solutions. 
On rappelle qu’on a convenu d'appeler système fondamental de solu- 
tions tout ensemble de z solutions particulières linéairement indé- 
pendantes de Z, [yl = ©. 


Il se pose la question de savoir si toute équation différentielle homogène (3) 
à coeflicients continus possède un système fondamental de solutions, Montrons 
qu'elle en possède toujours. 

Soient donnés # vecteurs 


an) = (1, 0, ..., 0), 
aû®) — (O, {, 0, ET 0}, 


; ar (0; 0,54 0; 0: 
Associons à chacun d’eux une solution y, (x) de l'équation (3). Plus exactement, 
supposons que y, (x) est la solution qui vérilie les conditions initiales suivantes: 


yn(r)=0, vi (ro) 0, .…., 2-2 (x)=0, FD (r)=1, 


y) (20)=0, ..., y D (r)=O0 (k=1, 2, ...,n) 


Le wronskien W (x) de ce système de solutions pour x = æ (ro € la, b]l) est 
visiblement le déterminant de la matrice formée avec les coordonnées des vecteurs 
at), .,., an); | 

Donc, le système de solutions y, . . ., y, est linéairement indépendant, car le 
wronskien serait identiquement nul pour un système linéairement dépendant, 
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$ 16. Equations linéaires homogènes 
d'ordre Z à coefficients constants 


L’équation 


L, Ly] = y + png +, + pig" + poy = 0, (f) 
z E ]J—o, oo, 


où p; fi = 0, 1, ...,n — 1) sont des constantes, s'appelle équation 
différentielle linéaire homogène d'ordre n à coefficients constants. 
Pour intégrer l'équation (1), il faut trouver un système fonda- 
mental de solutions, c’est-à-dire nr solutions particulières y, (x), - .. 
.. Yn (&) formant un système linéairement indépendant sur | uxw 
tout entjer. La solution générale de l'équation (1) sera alors dv la 
forme (ci. $ 15) 


y = Cia (@) + 44 + Con (&), 


où C,, ..., C, sont des constantes arbitraires. 
__ On cherchera les solutions particulières de l'équation (1) sous 
la forme y — e“*, où k est une constante. On a 


y = ken, y" — ken, ,,., y = Krehkx, 
En portant ces dérivées dans (1), on obtient 


La lee] = ex [ie + pK. , Lpik + pl = 0. 


Comme e** = 0, il vient 
R, = KE pull + Ep + po = 0. 2) 


Donc, si Æ est une racine de l'équation algébrique (2), la fonction 
y = e** est solution de l'équation (1) et réciproquement. L'équation 
(2) s'appelle équation caractéristique de l'équation différentielle (1). 
On Ia déduit à partir de (1) en remplaçant les dérivées y) respec- 
tivement par les nombres #7 {j — 0, 1, ..., n). Réciproquement, 
l'équation (2) nous permet de retrouver immédiatement l'équation 
(1). On sait que l'équation (2) possède x racines compte tenu de 
leur multiplicité. 
1° Supposons que les racines de l'équation (2) sont distinctes. 
Alors les nr fonctions 
ehax, ghex, . ,., e*nx (3) 


sont des solutions de l’équation (1), qui de plus sont linéairement 
indépendantes sur ]—o, oof (cf. exemple 3 du $ 15), autrement 
dit elles forment un système fondamental de solutions. Dans ce 
cas donc, la solution générale de l’équation (1) est (cf. $ 15, théo- 


: li ÉQUATIONS LINÉAIRES HOMOGÈNES tif 
rème 4) 
F 
\ t :X 
y (x) 2 C';e #5 (4) 


où €; sont des constantes arbitraires. 

Exempze 1. L’équation y” — 5y° + 6y — O0 a pour équation 
caractéristique k? — 5k + 6 — 0. Les racines de cette équation 
sont k, — 2, k, — 3. Donc, la solution générale est y = Cie + 
+ Ce. 

ExEMPLx 2. L'équation y” — 2y" — y" + 2y — 0 à pour A 
tion caractéristique 4° — 24? — k + 2 — O ou (k — 2) (k? — 1) — 

Les racines sont #1 — 2, k, — 1, k3 — —1. La solution Es 
est donc y = Cie + Ce + Ce. 

Si les nombres p, sont réels et si une racine #; est complexe 
(&; — à + if, f 0), il existe nécessairement une racine #, conju- 
guée | complexe de #; (k;s — à — if, s j). Les fonctions complexes 
EGP EI TO)R étant solutions de l’ équation (1}, il en est de même 
(cf. théorème 1 du $ 19) de la fonction 


| 


_ [eta+iB}x + eta—iBlx] — EUX COS Pt (0) 

et de !a fonction 
L (a+ipB)x (a—if}x ax «al : 
sr Le — € ]=e%* sin px (ti) 


On s’est servi de la formule d’Euler et* — cos x + à sin x. 

Les solutions (9) et (6) sont des fonctions réelles, d'où leur avan- 
tage sur les fonctions exp (k;x) et exp (4.x) qu'elles remplacent 
souvent dans le système (3). 

On peut montrer que le système modifié (3) est linéairement 
indépendant sur ]—, œl. 

Exempre 3. L'équation y”+y—0 a pour équation caracté- 
ristique k? + 1 = 0. Les racines sont conjuguées complexes et égales 
à k, — i, k, — —i. La forme exponentielle de la solution est 


y = Cie + Cierix, 
En se servant de la formule d’Euler on peut mettre la solution sous 
la forme 
y = C, (cosx + i sin x) + €, (cos x — i sin x) — 
— (C1 + Ci) cos x + à (C1 — C;) sinx = À cosx + Bsin x. 


À et B sont des constantes arbitraires, car les équations A=C + 
et B — i (C1 — C,) peuvent être résolues par rapport à Cet C2 quels 
que soient À et B. 


5—0687 
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ExEMPLE 4. L' équation caractéristique #? + 4 + 1 — 0 de l’équa- 
tion différentielle y” + y’ + y — 0 admet les racines complexes 
/ 
k.2 = _ + À es 
La solution générale de cette équation est de la forme: 


y—er*/2 (c COS —— Ve æ+C,sin Le 2). 


2° Si k, est une racine de multiplicité m, le système (35) a m fonr- 
tions égales 


en Lee, LL emx (Eee: k#,) (7) 


et il cesse d’être linéairement indépendant. Mais dans ce cas (cf. 
lemme plus bas) les fonctions 


ela1x, xehr:*, Te am lekix (8) 


seront aussi solutions de l'équation (1). Ces solutions forment un 
système linéairement indépendant sur tout intervalle Ja, b[ (ci. 
lemme plus bas). Ces fonctions remplacent en général les fonc- 
tions (7) dans le système (3). 

Si l’on effectue ce changement pour toutes les racines multiples, 
le nouveau système sera linéairement indépendant. 

ExemPpLe 5. L'équation différentielle y” — 2y" + y —0 à pour 
équation caractéristique k? — 2k + 1 = 0. Cette équation possède 
une racine double # = 1. Donc, Ïa solution générale est de Ia forme 
He Cie" + Core”: 

Exempze 6. L'équation g" + 3y” + 3y° + y — 0 a pour équa- 
tion caractéristique 4° +. 34? + 3k + 1 = 0 ou (4 + 1}$ = 0. Elle 
admet une racine triple À — —1. Donc, la solution générale est 
y = €" (OC + Cor + Car). 

Les coefficients p, étant réels, si 4, — & + if est une racine com- 
plexe de multiplicité m, alors k£, — «à — if est aussi une rucine 
de multiplicité m à laquelle sont associées les solutions 


emx, eur, ,.., xmtehix, Ch’) 
Détaillons les solutions (8) et (8) 
etc+ile, zeta+iBlx _— am—leta+iple 
eta-ible zetm—ib}x, Tr am—le(a-iblx, 
En divisant leur somme par 2 ou leur différence par 2i, on abtivnt 
deux systèmes de solutions réelles de l’équation (1) 
ex cosfr, xe%cosfix, ..., x 10% cos pr, ( 
; ; . Ù 
exsinfr, xze“%sinfr, ..., 2"—1ex sinfr # 


qui remplacent les fonctionsicomplexes (8) et (8°) dans la série (3). 


n tt ÉQUATIONS LINÉAIRES HOMOGENES 67 


Il reste à noter qu'on peut prouver que si l’on effectue un tel 
changement pour toutes les racines multiples de l’équation caracté- 
ristique, alors les fonctions du système (9) formeront un système 
linéairement indépendant de solutions de l'équation (1) sur tout 
intervalle Ja, bl. 


ExemPrre 7. L'équation différentielle y® + 2y" + y = 0 apour 
équation caractéristique k* + 2k? + 1 = 0 ou (4? + fe — = 0, Les 
racines sont donc #;, = à et a, — —ji, Comme elles sont doubles, la 


solution générale est de la forme 
y = C, cos x + C,x cos x + C, sin æ + C,t sin zx. 


LEMME. Si k, est une racine de multiplicité m de l'équation carac- 
téristique À, (k) — 0, alors les fonctions 


CT TOR, ns 4 2 TIe 


sont des solutions de l'équation différentielle (1) linéairement indépen- 
dantes sur la, bI. 


DEMONSTRATION.. . L'indépendance linéaire de ces fonctions a été 
établie dans l’exemple 4 du $ 15. 
La racine #4, de R, (k) étant de multiplicité m, on a R, (k) — 
= (k — k,)" @ (k), où y (k) est tel que p (ki) 
D'où | 
R, (k) =0, AR, (k) = 0, ..., Ro (x) = 0. {10} 
On a 


Ly (xex] = L EE 


kx De RXT __ 
De + MALE 


ds j 0-SeRX dSRn(k) 
— —— [£ehx = ss dkS : 
1% Rn (= 3 Cou 
où C, sont des constantes. Si j< m — 1 et 4 = k,, on déduit de là 
en vertu de (10) que | 
L, [z'e“*] — 0 
ce qui prouve le lemme. 
REMARQUE. De ce qui précède il s'ensuit que si 4; est une racine 
de l'équation caractéristique de multiplicité L; (j = 1, M3. 


: l; — n), alors un système fondamental de solutions de l’équa- 
tion (1) est constitué par les fonctions 


k k .x .— : : 
Sr, ge, .., di let (j—A 


.… M). 
Si une racine k; est complexe (k; — a; + ib;, B; == 0), alors à 
cette racine et à sa conjuguée kX; correspond un groupe de fonctions 
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réelles 


Lx L;-1 @;x 


e*Fsinf,z, ..., rie" sinf;r. 
ExcmPLe 8. On appelle équation d'Euler une équation à coeffr. 
cients variables de Ia forme 


Ty + par y D + pay + Poÿ = 0, 
OÙ Dos Pis + - + Pn-1 SOnt des constantes. 


La substitution x — el! ramène cette équation à une “quation 
à coefficients constants. En effet, on a 


y (x) = y (eï) = v (é). 
D'où 
! / dt , = , ? ; 
y (x)=v G)-——v (jet, ay’ (x) =v" (à); 
y'@) = veto (ets eye) = 0° (4) — v' (it); 
En portant ces valeurs dans l’équation initiale, on obtient une équa- 
tion à coefficients constants en v (t). Les solutions particulières de 
cette équation sont, on le sait, de la forme et — x" ou Feñt — 
— 3 ]n’ x, où kest une racine (simple ou multiple) de l’ équation 
caractéristique, Donc, il faut chercher les solutions particulières 
de l'équation d’Euler directement sous la forme z*, x" In’ x 
ExrMPLE 9. Soit à intégrer l’équation d’ Euler x°y" e JAY + 
+ y = 0. On cherchera les solutions particulières sous la forme 
of 
y = x". On a 
y = ka, y" —=k(k—1)2t 2. 
En portant ces expressions dans l'équation initiale, on obtient 
LR (Re — 1) 25 + Skreat D ot = 2 [k(k — 1) + 38k + 1]= 0 


D'où k (k — 1) + 3k + 1 = 0 sous réserve que x = 0. Cette équa- 
tion admet une racine double # — —-1. Donc, y — {/x est solution. 
On s’assure par une vérification immédiate que l’autre solution est 
y = (In x)/x. Les solutions 1/x et (In x}/x étant linéairement indé- 
pendantes (leur wronskien 1/x° -£ 0), la fonction 


= no 


&si solution générale de l'équation d’'Euler. 


$ 17. Méthode de variation des constantes 


Considérons l’équation différentielle linéaire d'ordre nr 


L, lyl = y + pr age) +, + poy = f (x), (1) 


où les coefficients p; — p; (x) et le second membre jf (x) sont des 
fonctions continues données sur l'intervalle Ja, bf. 


pt MÉTHODE DE VARIATION DES CONSTANTES AU 


Supposons qu'on connaisse un système fondamental de solutions 
y, (t), + . ., Yn (x) de l'équation homogène associée 


L, lyl = 0. (2) 


Comme indiqué au $ 15 (formule (6)), la solution générale de 
l'équation (1) est égale à la somme de la solution générale de l'équa- 
tion (2) et d'une solution quelconque de l’équation (1). 

On peut intégrer l'équation (1) par la méthode de variation des 
constantes si l’on connaît la solution générale de l’équation homo- 
gène (2). Illustrons cette méthode sur l’exemple d’une équation 
d'ordre trois. 

Soit donnée une équation linéaire d'ordre trois 


+ poy" + p1ÿ + pay = f (x). (3) 


Supposons que la solution générale de l'équation homogène associée 
est 


y” 


y = Ciÿs (x) + Coÿa (x) + Caÿa (x), (4) 


où Y1, Yo et y, sont des solutions linéairement indépendantes de 
l'équation (2) (L [y;l = 0, i — 1, 2, 3). 

On cherchera une solution de l'équation complète (3) sous forme 
de la somme (4), où €, (x), C, (x) et C'; (x) sont des fonctions continû- 
ment dérivables inconnues. Imposons aux fonctions cherchées 
C; (x) les deux conditions suivantes: 


3 

2 Ci (x) y: (x) = 0 
3 

D Ci(a) vi (x) = 


On aura alors 


& 
Î 


3 
 Ci+ à Cin = 2 Cii, 

3 : 
Ciyi + ù Ciyi — — à Ciyi, 


Cyr “a D Ciyi. 


& < 
| l 


En portant ces expressions et la fonction y dans (3), on obtient 


3 3 3 3 
2 Ciyr + _ Ciyir Po » Ciyi + Pa à Ciyi + Po 2 Ciyi = f(x), 
1= t— , = 1— 
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OÙ 
Ci (Yi + Paÿi + Paÿi + Poÿi) + Ca (Yo + Pobe + Pis + PoYe) + 


3 
+ Ca(Ui + Paÿe + Pays + poya) + 2 Ci l(n. 


Les parenthèses étant nulles, on a 


3 
D Ciyi= f(x). (ti) 


Nous avons maintenant à résoudre l’équation (6) et deux équations 

(9) dont les coefficients y;, y; et y; et le second membre j (x) sont con- 
tinus sur Ja, bl. Ces trois équations forment un système algébrique 
linéaire en Ci, C, et C; avec un déterminant différent de zéro, 
puisqu'il s’agit du wronskien du système fondamental de solutions 
Y1, Ya et Y2. Donc, ce système admet une solution unique 


Ci (x) = pp: (@) ( — 1, 2, 3), 


où 4, sont des fonctions continues sur Ja, bl. D'où 
Ce (a) = À qe (x) dr. (il 


Ceci étant, les fonctions C; (x) possèdent une dérivée continue sur 
la, bl. Donc, 


y (x) = Ca (x) ya (x) + Co (7) Ya (à) + Ca (x) ys (x), 


où les fonctions C; (x) sont définies par (7), est une solution particu- 
lière de l'équation complète (1). 

ExEMPLE. y" — 3y + 2y = e%, R,(k) = k—3k +2 —0, 
k, = 1, k, = 2 sont les racines de l’équation caractéristique. Donc, 
la solution générale est y = Cie” + Ce?x. 

Cherchons une solution particulière de l'équation complète 
par la méthode de variation des constantes C, et C.. Formons le 
système (9), (6): 


Ci (x) e* + C; (x) e2* = 0, . 
Fe De2x — ex, W [y1, Yo] = EX 0, 


La résolution de ce système nous. donne ©} (x) — —e?*, C° (x) = 
— €e*. D'où C; (x) = —e2*/2, C, (x) = e*, et une solution particu- 
lière est | 

y = + ex. e" + e*e?x — _ Poe. 


Donc, la solution générale de l’équation initiale est 


y—= Cie + Coeix + _ eëx, 
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$ 18. Solution partieulière d’une équation différentielle 
à coefficients constants avec second membre 


Soit une équation différentielle d'orde #7 à coefficients constants 
y + pay) +... + poy = fa), &EÏ—-o, of, (1) 


où le second membre f ss est de l’une des formes suivantes: e*:* 
ze, gi-leux cos Pr, xt-lexx sin Br (1 = 1, 2, | 

Penchons- -nous sur les méthodes de recherche d” une > solution par- 
ticulière de l'équation (1). Ceci est important, car on sait que la 
solution générale de l'équation (1} est égale à la somme de l’une de 
ses solutions particulières et de la solution générale de l'équation 
homogène associée. 

Commençons par le cas le plus simple où jf (x) — ae"*, L’équa- 
tion caractéristique de (1) est de la forme 


À} (À) —h" + Ds se à + Po: 


Si k, n’est pas une racine de l'équation caractéristique 


u 


RA (&) = 0, (2) 
alors on peut chercher une solution particulière de l’équation 
La (yl = y + pige +, L poy = ae (3) 
sous la forme 
y = Aeñs*, (4) 


où À est une constante. En portant cette fonction dans l'équation (3) 
on obtient AR, (k,) e"*® = ae, d'où en divisant par le facteur 
non nul e"r* 


AR, (ko) = a 
ou 
A = a!R, (ko). (5) 
EXEMPLE 1. Soit l'équation 
y +y—=e. (ti) 


L'équation caractéristique est 
R, (k) = k° + { — (, 

Le nombre 4, — 1 n'étant pas racine de l'équation caractéristi- 
que (BR: (ko) = Ra (4) = 2 = 0), on cherchera une solution particu- 
lière de (6) sous la forme y = Ae*. En vertu de (5) on a À — 
— (R, (1))-! = 1/2. Donc, la solution générale de l'équation (6) est 

y=— e*+LC,cosz+C,sinz, 


où Cet C, sont des constantes arbitraires. 


= 
(RO 
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Si k, est une racine de l'équation caractéristique (2), alors l’équa- 
tion (3) ne possède visiblement pas de solution de la forme (à). 
Dans ce cas nous aurons besoin du lemme suivant. 


LEMME 1. Si k, est une racine réelle ou complexe de multiplicité 
m de l'équation caractéristique (2), alors on peut chercher une solu- 
tion particulière de l'équation (3) sous la forme 


| y — Axe, 
où À est une constante. 
Citons d’abord un exemple. 
EXEMPLE 2. 
2% +y=e. (7 


L'équation caractéristique est À? — 24 + 1 = Ô, ou (4 — 1} = 
— 0. Le nombre #, — 1 est une racine double. Donc, le lemme 1 1taus 
dit qu'il faut chercher la solution sous la forme 


y = Az*e. 
On « 
y — A-92xe* + Axe”, 
y” = 2A6* + AAxe* + Axe. 


En portant ces expressions dans (7), on obtient 
2A6e° — e*. 
Donc, 4 = 1/2 et la solution générale est 
y= ae + (Ci+ C,x) e*. 
DÉMONSTRATION DU LEMME 1, Appliquons l'opération (l'opérateur) 


dx dx 


d : ; 
_ — ko (( — — ko) ui = ee hou aux deux membres de l'équation 
différentielle (3). On aura alors au second membre 


ko: 
(+ ko) ae | — _ (aehoT) — koaehoT — 0e 


Donc 
d 


(6) La [y]—0. (4) 


Nous avons obtenu une équation différentielle d'ordre nr + 1 à coefficients vuns- 
tants. Son équation caractéristique est 


(( si ko) Fr (X) = (0. (a 
L'équation R, (x) — 0 et l'équation (9) ont les mêmes racines à une différence 
près: c'est que dans l'équation (9) la racine k, est de multiplicité m + 1. 
EÉcrivons la solution générale de l'équation homogène 
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“uus Ja forme 
nr 
v=(Cit Corte Cm et D Cyj(r), 
J=m+i 


OÙ Ymrt + ++ Yn sont les solutions correspondant aux racines de l'équation 
caractéristique différentes de k, (sous réserve qu’elles existent). La solution gé- 
néralc de l'équation (8) est de la forme 


z — Armeho® ©. y, 


Toutc solution y de l'équation (3} est solution de l'équation (8), donc 


y = Azmeñ D y (11} 
pour un certain système de constantes 
Ci Cases es Ca Ak (12} 


Nous avons montré que si y est solution de l’équation (3) L, [y] — an0x, 


on peut alors choisir les constantes (12) telles que y — AzMe*0* |. y, Pour ces 
constantes on aura 
Ln Aïe] = La ly—v]= En (yl— En [ou] = aeht% _ Q—ge"0x 
Ceci prouve qu’il existe un nombre À tel que la fonction 
y — AamehoT | 
soit solution de l'équation différentielle complète (3). C.q.f.d. 
Considérons maintenant deux équations différentielles 
Yi + Pa ct eee + pos = ax Te cos Br, (15} 
Ya + Po + eee + Poe = arte sin fr, (14) 
où &, B, p; sont des nombres réels, /, un entier naturel. Multiplions 
la deuxième équation par à et ajoutons-la à la première. On obtient. 
l'équation 
20) + p, tt D +... + pos = axt-letux, (15} 


Z = Yi + iÿa ko = à + if. 


Au lieu des deux équations (13) et (14) en y, (x)'et y, (x), on 
obtient une équation en la fonction complexe z (x) = y, (x) + iys (x). 
Si l’on connaît une solution z = y, L iy, de l'équation (15), sa 
partie réelle y, sera solution de l’équation (13) et sa partie imagi- 
naire ÿy,, de l’équation (14). | 

L'équation (15) a déjà été étudiée pour ? = 1. 

EXEMPLE 3. Soit l'équation 


y" + y = sin x. (16) 
Considérons parallèlement l'équation 
y" + y = cos x. (17} 


Un a 
Y, + Yi = COS X, Y, + Ya — SIN x. 


1 


de 
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En multipliant la deuxième équation par à et en l’ajoutant à Îa 
première on trouve 
2" + ze, 2 = y + iy. (15! 

Le nombre k#, — i étant une racine simple de l’équation caracté- 
ristique, on cherchera une solution particulière sous la forme =: = 
— Axe“. On a 

"= Aeix + Aixeix, 2" — 2Aieix — Azxeïx, 
En portant z, z’ et z” dans l’équation (18), on trouve 

2Aieix = ex, A — 1/(2i) = —i/2. 

La solution particulière de l'équation (18) est de la a 


iT ix 


2= 5e" — — + (cosr+isinz)—+sinz— i li — COS Z. 


2 
Sa partie imaginaire 


£ 
y — — p CORSE 


est une solution particulière de l'équation (16). Sa partie réelle est 
une solution particulière de |’ équation (17). 


Le cas ? = 1 est traité (pour l'équation (15)) dans le lemme sui- 
van. 


LEMME 2, On peut chercher une solution particulière de l'équation (15) parmi 
des fonctions de la forme 


(Cet + Coma irmttit) 6h0%, (ti 
où m est la multiplicité de la racine k, de l'équation caractéristique R, (k) — 
€ Cm Cm+is + + +1 Cm+i-1, des constantes. 


Si &o n'est pas une racine de l’équation RAh (x) — 0, on peut la traiter com- 
me une racine de multiplicité 0. Dans ce cas il faut poser m = 0 dans la formule 
419) et chercher une solution particulière sous la forme 

(Co Cim+... + Cinatrt) e#0R, 
La démonstration est la même que pour le lemme 1, 


Mettons la solution générale de l'équation homogène L, [z] = 0 sous la 
forme 


, nn 
v=(Cot Cire... + Cm1r TE) ehox + | >, Cjzj(æ), (EU) 


J=m+1 


OÙ Zm+xs + + + Zn SOnt Les solutions correspondant aux racines différentes de k, 
{si elles existent). 


1 : 
Appliquons l'opérateur (& — ko) à l’équation (15). Comme 


Eee k ) (axi-1eh0x) + (azt-16h07) Eoaxt-1eh0%  g (—1) zl2eh0®, 


alurs 


I 
(8) tree (x) QG 01 20) 20, 
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{n obtient donc une équation différentielle homogène à coefficients constants 
d Le , 
(rh) Ent —0 se 


Son équation caractéristique a les mêmes racines que l'équation R, (x) = 0, 
mais £, est de M m + L. Donc, ia solution générale de 1’ équation (21) 
est de Ia forme 


2=(Co+ Car +... + Cyr) eus + ÿ Crzn — 
kR=m+îi 
= 0 + (Cmat + + Cmegattt) eh, (22) 


Toute solution z de l'équation (15) étant solution de l’équation (21), on peut 
la mettre sous la forme (22). Alors 


La KO mat + + Cm) RO] La [av] = Ln [2] — Ln fo] = arte, 


<e qui exprime que la fonction (19) est une solution pee de l’équation 
{15} moyennant un choix convenable des constantes €,,, . .., Cm+r-1: 


ExEmMPLE 4. y" — y = xe* (ko = 1, ! = 2). 

Les racines de l’équation caractéristique 4? — 1 = O0 sont k,, — 
= +1. La racine À, — 1 étant simple, le lemme 2 nous dit de cher- 
cher une solution particulière sous la forme 


= (4x + Br?) e. 
‘ln a 
— [4 + (4 + 9B) x + Bzr°?] 
[2 (À + B) + (4 + 4B) x + Bz°le*. 
En ._ ces valeurs dans l'équation, on trouve 
e” (2A + 2B + 4Bx) = ze, 
d'où | 
2A + 2B =—0, 4B — 
1.6. 
A = —1/4, B = 1/4. 


Donc, une solution particulière est : 
— (—2x + 2°) ef/4. 
La solution générale est 
x L) x‘: x + 
y — a da. l 64 + Ce + Ce 
REMARQUE. Si une fonction y; est solution de l'équation 
La We =fi@) G=1,...,0), 


alors la fonction y— D) y: est solution de l'équstion 


La [yl= La [Su | => La Ty] -ù Ji (x). 
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De Ià et de ce qui précède, il est évident que la forme d'uns 
solution particulière de l'équation L, [y] — f (x) avec un svcont 
membre de la forme 


Î (x) = Pa (x) ec* sin fr + Qn-1 (x) ef COS Pz, 
OÙ Py_1 (); Qm1 (x) Sont des polynômes de degré < m — |, est 
la même que celle du second membre sous réserve que & + ?f ne 
soient pas racines de l'équation caractéristique À, (k) = 0. 

Si les nombres & + if sont des racines de multiplicité £ de l’équa- 
tion caractéristique, alors on cherchera une solution particulière 
sous la forme du second membre, mais il faut augmenter le degré 
des polynômes de L. 

Signalons que si le second membre contient le terme Q,,, (x) :- 
X e%* cos fix, il faut chercher une solution particulière sous la 
forme | 

R, (x) et sin fr + À, (x) e%* cos fx, 


où À, (x) et À, (x) sont des polynômes de degrés appropriés. 

EXEMPLE 5. Trouver la forme d’une solution particulière de 

l’équation 
y" + y = x sin x. 

Les racines de l'équation caractéristique 4? + 1 = 0 sont +i. 
Au second membre x sin x correspondent les nombres & + if — 
— 0 + i1 — +i. Ces nombres étant des racines simples de l’équa- 
tion caractéristique, on cherchera une solution particulière sous la 
forme | 

y (x) = (Az + Ba?) sin x + (Cx + Da?) cos x. 


Exempre. 6. y(9 — 4ÿ" + 6y" — 4y" + y = ze“. L'équation 
caractéristique est 4 — 4%% + GX? — 4k + 1 = (4 — 1)4 = 0. Au 
second membre z°e* correspond le nombre &« — 1 qui est une racine de 
multiplicité 4. Donc, une solution particulière est de la forme 


y (x) = (Az + Bai + Cr) e*. 


$ 19. Systèmes d'équations différentielles. 
Espace des phases 


Il est commode, lorsqu'on étudie le mouvement d'un point 
matériel de masse m, de se servir de la forme vectorielle des équa- 
tions. Soit r — r (t) la loi du mouvement d'un point matériel dans 
l’espace RÀ%, t étant le temps. Ceci exprime qu'à l'instant f le point 
a r (t) pour rayon vecteur ou ce qui revient au même {x (t), y (t), z(t}} 
pour coordonnées. | 

Si un point de masse m est en mouvement sous l’action d'une 


force (vecteur) donnée F (f, r, r), alors d’après la loi de Newton et 
la signification mécanique de la dérivée seconde, la fonction pr (#) 
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doit vérifier l’équation de mouvement 
= Fti,r,r). (1) 


L'équation vectorielle (1) est équivalente au système de trois 
équations scalaires 
( dr RE 


TT (, 2, y, 2%, ÿ 2), (2) 
CRT LU 2, x, y, z), 

où X, Y et Z sont les projections du vecteur F sur les axes de coor- 

données Oz, Oy, Oz. 

Si l’on admet que non seulement les coordonnées x, y et z du 
point mobile sont inconnues, mais aussi les projections de la vitesse 
dr . e . 
= 2 y; z}, 


on obtient un système de six équations du premier ordre 


| T=U, m = X (+, ZT, ÿ, Z, U, V, D), 
Ÿ y—=v, m = Y (é, X, Y, Z, U, LV, W), (3) 
| 3 du’ 
{ Z=W, m2 (t, TZ, Y, 2, U, LV, W). 
L'équation vectorielle (1) peut être écrite sous forme d’un système 
ds deux équations vectorielles si l’on admet que la vitesse V — T 


est une fonction vectorielle inconnue : 


dr , 
nr =, m OF (4, r, V); (1) 


a V a pour coordonnées u, v et w. 
Si l'on introduit le vecteur 


R () = {x (t), y (t), 2 (6), (6), y (t), 2 (t)}, 


alors l'équation (1) ou le système (3) sont équivalents à une seule 
équation vectorielle du premier ordre 


d 
To ( Z, Y, Z, U, VU, W) (4) 
dans un espace à six dimensions, et de plus 
D—{u, v,w, EX, Y, 2). 
m mt me 


L'espace à six dimensions engendré par les points 


(&, y, 2,2, 4, 2)= ra Fu las Vas Vs Vo) 
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s'appelle espace des phases, la courbe R (t), solution de (4), fruyertair 
de phase. 

L'espace des phases est l’espace des états du mouvement du 
point courant sur la trajectoire. 

Les trois premières coordonnées de R () caractérisent la position 
r (t) du point courant dans l’espace, les trois autres coordonnées de 


R (t) caractérisent sa vitesse r (£). 

Cette terminologie nous fournit une interprétation cinématique 
du système d'équations. 

Le système (3), ou ce qui revient au même le système (4), s’ap- 
pelle système dynamique. 

Pour repérer une trajectoire, il faut donner les conditions initia- 


les: R (to) = Ro = (to; Yos Zo> Tor Yos 20), C'est-à-dire la position 
initiale du point courant et sa vitesse initiale. En d’autres termes, 
la courbe intégrale Æ (t) doit passer par Le point R, de l'espace des 
phases. 

Donc, les problèmes de physique nous conduisent à considérer 
des systèmes d'équations différentielles. 

Envisageons un système d'équations différentielles du premier 
ordre de la forme 


d un 
+ Hate, dis mess W) Cet sn), (a) 
où 74 (é) fonctions inconnues, fx (£, Yy, - - «+ Un) desionctions. 
données sur un ensemble de points (£, y,, . . ., y,) d'un espace à 
n + 1 dimensions. | 
On étudiera les solutions y, (t), ..., y, ({) du système (à) 
vérifiant les conditions initiales 
Yi (lo) = Yaos + + +: Yn Co) — Yno (ti) 
OÙ (Y10 + - -» Uno) St un point donné. 


Le système (5) (résolu par rapport aux dérivées des fonctions. 
cherchées}) s'appelle normal (cf. $$ 12, 13). 

Si les fonctions jf; ne dépendent pas explicitement de Ia variable 
indépendante #, alors le système (5) est dit système normal autfinume 


Un — x (Ya .... Un) (4 = lin n). (t) 
Si l’on introduit les vecteurs 
y — {Ya (£), ss Un (t)}, Yo — {Y10 ... Uno} 
F (t, y) = {fa (£, His - - +: ess (£, Yis + - Un)}) 
le système (5) devient 

y=F(t, y), (5°) 

et les conditions initiales (6) 
Y (to) — Yo- (5) 
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Le système autonome peut alors s’écrire 


y — F (y), F = {fi (y), sens fn (y)}. (7°} 
Le système autonome admet l'interprétation suivante. Tout. 
point (ÿ1, - « ., Un) d'un ensemble d'un espace à 7 dimensions est 
l'origine d'un vecteur 
F G) 7 {fa (Ya Fe Un)» +89 În (V1 254 Yn)}: 


Ceci définit un champ de vecteurs sur l’ensemble considéré. 
Le graphe de la solution g ({) est la trajectoire du point dans 


un espace à z dimensions. Ceci étant, le vecteur y ({) est confondu 
avec le vecteur F (y) lorsque le point courant passe par (ÿ1, . . ., ya). 

L'espace de dimension », engendré par les points (ÿ1, . . ., y} 
et dans lequel les graphes des solutions du système autonome (7') 
figurent les trajectoires du point courant, s'appelle espace des phases 
du système. 

Les trajectoires y (t) s'appellent trajectoires de phase, les vecteurs 
F (y), vitesses de phase. 

Le problème de l'existence de la solution d’un système normal 
a été examiné au $ 12. 


$ 20. Système linéaire homogène d'équations 
différentielles 


Le système 
dy 
sr ais (Et) y +. + ain (6) Ya. 
RE (1} 

dt 7 nt (Pi sis Pas: (#) Un 
où les coefficients a;, (t) sont des fonctions données continues sur un 
intervalle la, b[ (ou des nombres constants), s’appelle système linéaire 
homogène d'équations différentielles du premier ordre. 


Les notations vectorielle et matricielle permettent de simplifier 
l'écriture. Considérons la matrice des coefficients du système (1{} 


en + din (£) | 
AD ciene a 
Ana (t) Ann (t) 


et écrivons le système de fonctions inconnues sous forme d’une 
matrice à une colonne ou vecteur colonne 


ÿ1 (t) 
12 ne : —=<tolon (y: 2:35 41: 
(#) 
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Voyons quelques notions générales concernant les matrices. Soit A tt 
une matrice quelconque. 


_Si les fonctions 43, (#) sont continüment dérivables, un peut introduire la 
notion de dérivée d'une matrice, c'est-à-dire la matrice des dérivées des élé- 
ments de la matrice initiale. Donc, 

ay (ft) ... a t 
dA (t) | 11 (£) in (t) 
= — | RCE S 


| É An1 (t) ... Ann (£) 
Il est immédiat de vérifier les propriétés suivantes: 


A’ (2) — 


1) Si C'est une matrice constante, alors _. — O, où Cest la matrice nulle, 
2) Si À (t).et B (t) sont des matrices de même dimension, alors 
d ‘ ; 
7 [A @)+ 8 (414 (+ B (D. 
3) Si le produit des matrices À (t) et B (t) a un sens, alors 
d ee ue : 
5 LA) B()]= À (4) B (4) + À (+) B (6). 
4) Soit A-1 (t) l'inverse de la matrice À {{): 


At) A(t)—A(t)AT()—E, 
où Æ est la matrice unité. En dérivant cette relation, on obtient 


À( 41 (+ A(D + 471 (90, 


A (+ A1 (4)= — À (#) 471 (0, 


À A": (#)= — A1 (+) À (6) A1 (#). 


On peut introduire par analogie la notion d’intégrale d’une matrice: 


t t 
Î Atnare || ap] (mar) , do tE (a, b]. 
to to 


Les intégrales de matrices possèdent des propriétés similaires à celles des 
intégrales de fonctions. Signalons l’une d'elles, qui est l’analogue de la formule 
de Newton-Leibniz. 

Si F (t) = D’ (t), alors 

t 
| F (xt) dt = (t)— D (to). 
to 

La règle de multiplication des matrices nous permet de mettre br 
Système (1) sous la forme 

dy 
Rappelons que par égalité des matrices on entend l'égalité de leurs 
éléments homologues. 
Signalons les propriétés évidentes. 
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Si des fonctions Fos yetz de solutions du système (1°): 
D A() y, _ = A(t) z, 
alors il en est de même de leur somme: 
d d d … 
UTD LUE A()y+A(G)z= AD (y+2. (2 
Si par ailleurs c . un nombre, alors la fonction véctorielle cy vé- 
rifie le système (1’): 
d d ‘ 
CE = c = cA (t) y = A(#) (cy). (3) 
De ces propriétés il s'ensuit que si. 
y” (£) — Colon [ya (£), ss Uni (2)}, 1 y" (£) — 
= Colon {yin (€), + . ., Ynn (E)] (4 
sont solutions du système (1’}, alors il en est de même de 


y () = Ca” (t) +... + Cog" (E), (5) 
où C1, - - -, Ch sont des nombres arbitraires. 

Il importe de noter que si le système (4) est linéairement indépen- 
dant, alors la formule (5) exprime la solution générale du système (1'), 
autrement dit la formule (5) donne toutes les solutions du système (1°) 
pour des valeurs différentes de Ci, . . :, Cn. 

On. démontre cette proposition comme pour le cas d’une équa- 
tion linéaire d'ordre n. 

Le système (4) de fonctions vectorielles est dit linéairement indé- 
pendant sur Ja, bl si de l'égalité 

Cag” () +... + Cr” (t)= 0, 1€ la, bl, (6) 
il résulte que C, =...—=C, 


L'équation vectorielle (6) étant équivalente aux n équations 
scalaires 


Cyr @ ie ee ChYin (£) = 0 


Sa Da dE Le ns (6’) 
Ciÿni (£) + . + Crnÿnn t)=0 


W () = l'yn () | (7) 
ne s’annulant pour une valeur au moins de #, il est évident que le 
système (4) est linéairement indépendant. 

Le déterminant W ({) s'appelle wronskieri du système de fonctions 
vectorielles (4). 

Si le système de vecteurs (4) est linéairement indépendant sur 
Ja, bl et si ces vecteurs sont solutions du système (1’) avec des 
coefficients continus, on peut alors prouver que W (it) 0 pour 
tous les #€ Ja, bl. 


6—0687 


et le déterminant 
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Donc, La condition W (t) 0 sur. la, bl est une condition nécessaire 
et suffisante d'indépendance linéaire sur la, b{ des solutions (4) du 
système (1). 

Ainsi, pour trouver la solution générale du système homogène (1) 
il faut trouver n solutions linéairement indépendantes (4) du systè- 
me (1). La somme (5), où C1, . . ., C, sont des constantes arbitraires, 
est la solution générale du système (1). | | 

Signalons que les solutions y, (ét), ..., y, (t) du système (1) 
sont définies sur le même intervalle Ja, bl que les coefficients con- 
tinus @z3 (4). 

Tout système de n solutions du système (1) linéairement indé- 
pendantes sur Ja, bl s'appelle système fondamental de solutions du 
système (1). 

Ce système peut également être caractérisé par la matrice carrée 


Ya () ++ Yan () 


R Yni (£) Hs | Ynn (£) 


appelée matrice fondamentale du système (1). 

Donc; dans la matrice fondamentale, les solutions (4) sont dis- 
posées suivant les colonnes. Signalons que l'indice j de y;4 (t) désigne 
le numéro de la coordonnée, l’indice k, celui de la solution. 

Montrons que la matrice fondamentale Y (é) est solution de 
l'équation matricielle 

Y Gt) = A (t Y (t). (S) 


Les fonctions y.:2 (t) étant solutions de la j-ième équation du 
système ({), on à 


d t 
LUE =3 as (t) Yen (6). 


CE 


er (Eau 0 er 


c.q.f.d. 
Réciproquement, Si la matrice YŸ (t) — (y; (t)) est solution de 
l'équation matricielle (8), alors ses colonnes 


y" (t) — colon Î Yar (£), se" Da) (& = EE 
sont solutions du système linéaire homogène (1). 


Si de plus. 
IYOI=W() #0, 
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alors la matrice Y (t) est fondamentale. 
En effet, 
y" () = Y (ter, 
où ex — colon [0,..., 0, 1, 0, ..., OI. En multipliant l’équa- 
tion (8} à droite par e;, on trouve 


dY(t) à 
“TI m”7: 


[Y (tlex]=A(E) IT (tes), 


LADY) Et ce 


Si Y (t) est une matrice fondamentale du système (1), alors la 
solution générale (5) du système (1) peut s’écrire isous la forme con- 


cise 
y (t) = Y (&)C, (11) 


où € — colon [C,, ..., C,l est une matrice dont les éléments sont 
des constantes. 
En faisant { — t, dans l'identité (9), on aura 


D'où 


C— YT(t) y (to): 
Donc 


y GE) = Y () YT (bo) y (bo): 
La matrice 
Y (Yo) = K(E, to) 


s'appelle matrice de Cauchy. 
Cette matrice nous permet de mettre la solution du système (1) 


sous la forme 
y (@) = Æ (6, to) y (to). (10) 
En particulier, si la matrice fondamentale Y (f) est normée pour 


t — to, c'est-à-dire si Ÿ (6) = Y 1 (4) = E, où E est la matrice 
unité, alors la formule (10) devient | 


y () = Y G)y (ho). (11) 
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$ 21. Solution générale d’un système linéaire 
homogène d'équations différentielles 
à coefficients constants 


On cherchera la solution du système linéaire homogène à coef- 
ficients constants Gzy 


dy 
= Gas + …. + GinUn; 


; dr er ne di une JE Le .. LE ]— 0, oo [, (1) 
y 
= Qniÿi + ce TEnnUns 
ou 
dy , 
7e — AY; (1) 
où À — |} a, || est une matrice donnée, sous la forme 
"Yi — ae}t, Ya — œsent, + Un —= Aneht (2) 
ou 
{aie je s, @ent) (2°) 


Les nombres &;, . .., &,, À restent à définir. 
Il est évident que les nombres 


a = 0, Ds = 0 234: Gr Û 
nous donnent une solution triviale du système (1): 
nÉ)=0,...,n(t)= 0. 


Etudions les solutions non triviales qui correspondent aux vecteurs 
non triviaux 


On a 


Œœ — (@:, s + 3 Hs): 


dyi : se 
He =aihet (ii, ...,n). 


En portant les fonctions y; (t) et leurs dérivées dans (1), on obtient, 
toutes transformations faites: 
(ais — À) + ay +... À inUn = 0, 
Ay%s + (az À) ae + - + GonAn = 0, (3) 


An FT An2U + ee. H(aun — À) &n = 0, 
ou sous la forme matricielle 


(4 — ÀE) a = 0, (3°) 


ou encore 
Aa = Àa, (4) 


où &œ —= (a, . . ., &n) et E est la matrice unité. 
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Pour que le système (3) possède une solution non triviale, il 
est nécessaire et suffisant que son déterminant soit nul: 


&iy — À die Gi3 --. Zin 
Au A — À es Gen  |_9 (5) 
Œni One Un3 --+ Ann — À 


L’équation (5) s'appelle équation caractéristique du système (1). 
L’équation (5) nous donne les valeurs de À pour lesquelles le systè- 
me (4) possède des solutions &@ non triviales. | 

Le premier membre de (5) est un polynôme de degré # en À. Ii 
possède 7 racines: | | 


Às Ag + + Ame (6) 


Si ces racines sont distinctes, alors en portant chacune d'elles ({À;) 
dans le système (4) et en le résolvant on obtient une solution non 
triviale | | do | 
af) = (af, af, ..., af). (7) 
Ce vecteur n’est pas unique, il est défini à un facteur scalaire 
près. 
On voit sur (4) que À; sont les valeurs propres de la matrice À 
et les vecteurs a), vecteurs propres de À. 
Les vecteurs &® (j — 1, ..., n) sont linéairement indépendants 
si les valeurs propres sont distinctes. On peut s’en assurer par récur- 
rence. 


Montrons que tout système de 4 de ces vecteurs est linéairement indé- 
pendant. | 

Pour k& — 1 ceci est évident, car aucun vecteur &{ÿ) n’est trivial. Supposons 
que cette proposition est vraie pour # — 1 vecteurs et prouvons-la pour 4 vec- 
teurs. 

Supposons le contraire. Admettons pour fixer les idées que les 4 premiers 
vecteurs du système sont linéairement dépendants. Alors 


k 
D Cjxt=0, (8) 
1 


où l’un au moins des coefficients C'; n’est pas nul. On admettra que €, -- 0. Ap- 
pliquons la transformation associée à la matrice À aux deux membres de (8): 


k k 
A (> 420) =D Cjan 0. (9) 
3=1 ..  J=i 


En multipliant (8) par À: et en retranchant le résultat obtenu de (9), on 
trouve | 
Ci a — À) G0) + Ce (A — An) QD + ee + Cha (pa — A) TD 0, 
où À; — À, =£ 0 pour tous les i Æ k. 


Donc, C1 (M1 — À) = 0, ce qui signifie que les vecteurs aû),-:.., 
sont linéairement dépendants contrairement à l'hypothèse. 
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Ainsi, les vecteurs propres æœÜ) (j — 1, ..., n) associés aux 
valeurs propres À; sont linéairement indépendants, et le déterminant 
formé avec leurs ‘coordonnées n’est pas nul: 


| «| 0 !). 
REMARQUE. {. Comme dans un espace à n dimensions il ne peut 
y avoir plus de n vecteurs linéairement indépendants, à toute valeur 
propre À; (sous réserve qu'elle soit simple) correspond un vecteur 
propre et un seul à un facteur constant près. 
On obtient en définitive n fonctions vectorielles, solutions du 
système (1) 
yt(t)={ai ent, afeht, ..,, ent}, 
(= {aheint, gent, …, alfernt) 


Les fonctions vectorielles (10) forment un système linéairement 
indépendant sur l’intervalle ]—c, of, car leur wronskien 


W (®) = exp (at +... + ut). | af | 0. 
Donc, la solution générale du système (1) est de la forme 
y 2 C'y° (t), (11) 


où C'; sont des constantes arbitraires. La solution générale se deétail- 
le de la manière suivante: 


y1 (4) m2. C;a@) exp (At), 
SR ER ed E dune (11”) 
y, (t) — à C; a) exp (4;t). 


REMARQUE 2. Dans la Pa die au lieu de déduire les de 
at) = (af), ..., a@)) à partir des systèmes linéaires (4), 
cherche la solution générale du nr (1) sous la forme 


ya (t) = Da? exp (At), 


9 + ee ee + + + + + 


Yn (t) = =) a exp(At), 


où A1, . . ., À, sont les racines ne de l'équation caractéristique 


et a?) les nombres à déterminer. De l’exposé précédent il résulte 
que ces nombres existent. 


1) Voir tome I, chap. 10, $ 14, théorème. 


(it) 
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. Pour les trouver, portons les fonctions y; (t) dans le système ({) 


et identifions les coefficients en les exp (À;t) semblables. Les nombres 


dÿ ainsi obtenus ne sont pas définis de façon unique, ils dépen- 


dent de nr constantes: arbitraires. 
ExEMPL£ 1. Intégrer le système 


{ 14 2y, 
E SH =y+0x. 
L'équation le 
RE Lo, a—1-4=0 
De RSR Se. 
a pour racines À — 3, À9 = —1. On cherchera donc la solution 


générale sous la forme 


x (t) = Cie + Cet, y (t) = ae + a,e* 
{nous avons sauté le calcul des nombres af). 
Exprimons les coefficients a, et a, en fonction de C, et de C.. 
En portant les fonctions x (t) et y (t) dans l’une des équations du 
système, on obtient 


SCjest — Cet = Cie + Cet + 2aet + 2a,e”t 
d'où | 
2C: — 24, — 0, —2C;, Te 24» Sn 0 

et | 

ay = Cu 2e = —Ci. 
Donc, la solution générale est 

x (t) = Cet + Cet, 

y (t) —= Cieÿ! — Cet 

Supposons maintenant que l'équation caractéristique (5) du sys- 
tème (1) possède une racine À, de multiplicité r. Réduisons le systè- 
me (1) à une seule équation d’ordre nr par rapport à la fonction y, (#). 
Cette équation et le système (1) admettent la même équation caracté- 
ristique (voir démonstration plus bas). Nous savons qu’à une racine 
À de multiplicité r correspond une solution de la forme 
Ya () = (bo + bit +... + b; tt) eh, 


OÙ 9; Ou + + «+, D, Sont des constantes arbitraires. Donc, 


Ya () = Pr (6) et, 
où P,_11 (t) est un polynôme de degré r — 1. 
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En raisonnant de façon analogue, on peut mettre les autres fonc- 
tions y; (t) sous la forme 


Y;(t) = Prus(t eht (G—=1,...,n), (12) 


où P,;(t} sont des polynômes de degré r — Î. 

Chaque fonction y; (t) est solution de sa propre équation «diffé. 
rentielle d'ordre nr, quels que soient les coefficients du polynôme 
Pr; (#). 

Il reste à choisir parmi les polynômes P,:,,..., P,., 
ceux qui sont associés à des fonctions y, (£), . . ., yn (f) vérifiant 
conjointement le système (1). Il faut pour cela porter y; dans le 
système (1), diviser par el:t et identifier les coefficients en les puis- 
sances semblables de f. Les coefficients cherchés dépendront de r 
constantes arbitraires. Il est quelquefois recommandé de prendre le 
polynôme P,_,. (t) arbitraire. Dans ce cas les coefficients des autres 
polynômes P,.,;(t) (j — 2, ..., n) s'expriment de façon unique 
en fonction des coefficients de P,_;:. 

Il n’est pas exclu que l’on aboutisse à une contradiction montrant 
qu’en fait certains coefficients du polynôme P,.,, sont nuls et ne 
peuvent être considérés comme arbitraires. 

On refait les mêmes raisonnements pour les autres racines multi- 
ples si elles existent. On cherche les solutions correspondant aux 
racines simples sous la forme (8) comme indiqué plus haut. 

Pour obtenir la solution générale du système (1) il faut considérer 
la somme des solutions indiquées (fonctions vectorielles). 

Dans les cas les plus simples, on peut chercher la solution direc- 
tement sous forme d’une somme de solutions semblables. Tilustrons 
ceci sur des exemples. 

ExEMmMPLE 2. Intégrer le système 


dy1 


"dt = Y1 — Yo 
d 
LE = 4 + OU. 
1—X 1 | 
L’équation caractéristique { si —= 0, ou À? 4X + 


+ 4 = 0, possède une racine double à, = 2. 
L° équation différentielle correspondant à notre système pour la 


fonction y, est de la forme y, — y, + 4y, = 0. Cette équation 
admet là même équation caractéristique. 
Il faut chercher la solution générale du système sous la forme 


ya (6) = (Ca + Cat) et, ya (t) = (ai + Got) et. 
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En portant ces expressions dans le système, on obtient 
Ca+ 2Ci+2Cot = Ci + Cot — a; — at, 
ao + 24, + 2ast = Ci + Ci +3 (a, Lait). 
En identifiant les coefficients en les puissances semblables de # 
(dans [a première égalité), on trouve que a, = —C; — C, et as = 


— —C,. La deuxième égalité donne les mêmes solutions. Donc, 
la solution générale du système est 


Ya (6) = (C1 + Cot) 6%, ya (E) = —(C1 + Ca + Cat) e*. 
EXEMPLE 3. Intégrer le système 


Yi — 2Y1 + Ya + Ya 
Ye = Yi + 22 + Ya 
Ya = Yi + Ua + 2Us. 
L'équation caractéristique est 
2— À 1 1 | 
{ { 2— À | 
(AL 
({ — À}? (À — 4) = 0. 
Donc, À1 = { est une racine double et À — 4, une racine simple. 
Pour À, = 1, le système (3) devient 
1 a “ S Xg — 0, 
62 . Lo + Lg 0 
y + Oo + As = 0. 
Donc, &:, œ&, et «4, doivent être tels que a; + «&, + «3 = 0, c’est-à- 
dire qu'une variable, disons «&., s'exprime en fonction des deux 
autres. à | 
Les vecteurs &aD — (—1, 1, 0) et &® = (—1, 0, 1) par exem- 
ple sont des vecteurs propres linéairement indépendants de la matri- 


ce À de notre système (la matrice À est symétrique). Pour À3 = 4, 
on trouve @% = (1, 1, 1). Donc 


— e! — el et 
t &t 

y == e |, y? — 0 , gy$=|e 
0 et est 


sont des solutions linéairement indépendantes et 
y = Cy" + Cu + Cy* 
est la solution générale cherchée. 
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La solution générale se détaille de la manière suivante: 


-{ Yi (t)= —(Ci+ Co) et + Cet, 
ya (t) -- Cief + Ce, 


ya (t) - Coet + Cet. 

REMARQUE 3. Si la matrice À est symétrique (ax; = Gu), alors 
l'opérateur linéaire correspondant À sera hermitien et l’on sait 
que, dans ce cas, quelles que soient les racines de l’équation (5), 
il existe un système de nz vecteurs propres & linéairement indépen- 
dants. Donc, on peut écrire la solution générale du système (1) 
sachant les vecteurs æ(, ..., œ(®) 1), 


$ 22. Réduction d’un système d'équations 
à une seule équation 


LEMME. Soit un système linéaire d'équations différentielles du premier srdre à 
coefficients constants a} 


d 
_ = dyrYr + se. + ainYÿn — fi (£), 


{fl 


d 
ni =aniÿi +... + AnnYÿn —fri(t), 


«nu f; (€) sont des fonctions continûment dérivables définies sur Ja, b[. 
Si les fonctions y (t), . . ., y, (t) sont solutions de ce sysième, alors la june. 
tion y; (t) est solution de l'équation différentielle d'ordre n suivante: 


d 
D (+) 150 =®; (0) (G=1, ..., n), 


CUT 


DS Es SES ae Ra » (21 
ün1 no :.. Ann —À 


est l'équation caractéristique du système (1) et les fonctions D; (t) s'expriment ax 
moyen de a, et de f,(s — 1, ..., n) (cf. (4) plus bas). 


DÉMONSTRATION. Mettons le système (1) sous la forme suivante: 


d 
(ous — +) 1 +erate+ anv = f1 G), 
DR US dene etats nn RS Rite rs Mot (17) 


d | 
anid1 TaneYo ts + (ann— +) Un =În (t). 


Soient b4, (à) les éléments du déterminant (2) et M; (à) les cofacteurs corres- 


pondants. Si l’on substitue _ à À, on obtient Îles opérateurs différentivls 


1) Voir tome I, chap. 10, $$ 15, 22, 25. 
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b, (+) : mu(+) . Ces derniers sont justiciables des raisonnements qui 
nous ont permis d'établir Le théorème de Kronecker ?). 

On a 
PRE CR 
0, iÆ£;j 
{autrement dit, la somme des produits des éléments d'une colonne du déter- 
minant D (À) par les cofacteurs correspondants (resp. d'une autre colonne) est 
égale à D (À) (resp. à zéro)). Donc 


ñn 


> bei (5) Ms; ( 5) = 6 D (+). (3) 


s—1 


2 bsi (À) Ms (=D (À), Gi; 


Appliquons maintenant l'opérateur Mi; (+) aux deux membres de Ia 


première équation (1), l'opérateur W;; (+) , aux membres de la deuxième 


dt 
équation (1’), et ainsi de suite, et ajoutons-les. En vertu de (3) on obtient 


Z m(r)oe (+) (Tr) (+ )r te, 


ic. 
d : 
D()us=d;@ G=1,.., n) 
où 
: à 
DO 2 Mu( ar} (3) 
REMARQUE, Si tous les f, () = 0 (s — 1, , n), alors ©; 6) = 0 et on 
obtient une même équation différentielle pour toutes Les Fonctions y; (): 
d 
” (- dt Fr) gi 


EXEMPLE, Réduire le système suivant 


{ Y1 CE y1 + Yo 
Yo — Yo 
à une seule équation. 

Mettons ce système sous la forme 


(1) +ue=0, 5 


_ d 
04 (1) 70. 


1) Voir tome 1, chap. 10, 8 4. 
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d d. 
On a bai, bof, ba =0, bof; Ma=1——+, Mye=û, 


Ma = —1, Ma =1— + . En appliquant l'opérateur M,, à la première 
équation (5), et l'opérateur M:, à la seconde et en ajoutant, on obtient 


d \à d d 
(1-—) Yi + (1) ys—(1——) Ya — 0, 
uw, 
d à ve » 
(1—-+) Y=0, yi—2y+y=0. 
De façon analogue, en appliquant l'opérateur M,, — 0 à la première équs- 


tion (5), et l'opérateur M = 1 br: à la seconde et en ajoutant, on trouvut 


d 2 
(1) Hard: 


On peut déduire cette équation différentielle par un autre procédé. En dérivan 
par exemple la deuxième équation, on a 


Ua = Vo. 
En retranchant de cette dernière la seconde équation du système, on «btient 
Va — Ua = 0. 


$ 23. Système d'équations différentielles linéaires 
à coefficients constants avec second membre 


On appelle système d'équations différentielles linéaires du premler 
ordre à coefficients constants avec second membre un système d'équa- 
tions 


a+ ce À inYn + 1 (6), 
a DT (t) 
“n = Aniÿi eee HannYn + fn(t); 
où 
= Ay+ f(t), q”) 


OÙ f (Et) — (f1(t), - . ., fn (t)) est une fonction vectorielle dunnée, 
définie et continue sur la, bl, et À = || a, [|. 
La solution générale du système (1) est égale à la somme 


y (= 2 Cay” (1) +y°() (2) 
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une solution particulière y° (t) du système (1) et de la solution géné- 


rale 2 | Caÿ” (£) du système homogène associé 


L{y]= < — Ay—0. (3) 
En effet, quelles que soient les constantes C:, la somme (2) 
est visiblement solution du système (1): 
ñn 
LI2 Cy"+yl=Lly1=f. 
D'autre part, si y est solution du système (1), alors 
Liy — y} = Llyl- Lily] = f — f — 
et pour certaines constantes C2, 


y —y" = 2 Cry”. 


Si l’on connaît la solution générale du système homogène (3), 
on peut trouver une solution particulière du système avec second 
membre (1) par la méthode de variation des constantes arbitraires 
(méthode de Lagrange). 

Soit 


PE Cayk () 


a solution générale du système (3), c en que yh# (t) sont des solutions par- 
ticulières linéairement indépendantes de (3): 


L {y#] = 0 &G=1,...,n). 


Admettons que C}, — €; (t) sont des fonctions de t et choisissons-les telles que 
la fonction 


LU 
U (t)= D, Ca () yet) 14) 
k=1 | 


soit une solution re du système (1). Une dérivation nous donne 


= CCE ETAPE CIE 


En portant les expressions de U et de T dans (1°), on trouve 


5 er eo + cit | > Cr) Ayh=f (# 


ol 


n 


DIRATOIAELE, 2 Ci () yh(t)=f (+). 
k= 
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Comme L [y*] — 0, pour la détermination de €} :(£) on obtient le systeme suivant 
ñn 
D CRG)yR()=f (EP), (5) 
k=1 


où les fonctions vectorielles f (f) et y* (é) sont continues sur Ja, b[. 
Le système (5) est un système linéaire en C} () dont le déterminant eat 


égal au wronskien du système de vecteurs ÿ!, . .., y". Ce déterminant n'étant 
pas nul, le système (5) admet. une solution unique: CS (t) — px @) (k — 1, ... 


..., n). Les fonctions y, (£) sont continues, car les fonctions vectorielles f (f) 
et yk (t) le sont. a 
Une intégration nous donne 


Cr (= | qu (t)dt (k=1, ..….,n) 


En portant ces valeurs dans (4), on obtient une solution particulière du systè- 
me (1). | 
EXEMPLE 1. Intégrer le système 


Yi Yi 2y2+ ef, 
| Ya 2Y1 + Yo 
Il est immédiat dé vérifier que 
Yi = Cie + Cet, ya = Cie — Cet 
est la solution générale du système homogène associé. Trouvons une 
solution particulière du système avec second membre par la méthode 


de variation des constantes. En posant C, = Ci (t), Ca = Cat) 
on obtient 


yi= 80, (8) e8t— C,(t)et + Ci (t)e%t + Ci (8) et, 
Y= 304 (+) et + Cite t + C!(t)e8t— C'(t) et. 
En portant les expressions des dérivées et celles des fonctions dans 
le système, on obtient 
C'(theit+Ci(t) et = et, 
C'(thest— Ci (6) et —0. 
Le déterminant de ce système est le wronskien 


eët et 
W — 


= — Jet Æ(. 


est  — gt 
Donc, le système admet la solution unique 
Cet, Ci()= et. 
Une intégration nous donne 
CO= re, C(= et. 
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Par suite, la solution particulière est ee la forme 
yi () =, Ya (t) = =. — 5e. 
La solution générale est 
(6) = Cet + Cie, ya (6) = Cie Curie, 


ou sous la forme vectorielle 


est Ge i 0 
y=C, ()+ a a)+ (_i : * 
| 2 


On montrera dans des exemples ultérieurs comment trouver une 
solution particulière du système (1) lorsque f; (t) — b; exp (Ait) 
(Gi — 1, ..., n), où b;, À, sont des constantes données. 

Lorsque les fonctions f (t) des seconds membres du système (1} 
sont de la forme exp (kt) ou t" exp (ki), on cherche une solution 
particulière comme dans le cas : “d'une équation différentielle avec 
second membre. 

EXEMPLE 2. Intégrer le système 


de 
dt 


t 
— x + 2y +e*, 


[ntégrons d’abord le‘système homogène. Les racines de l’équa- 
tion caractéristique 

1— À 2 

— ( 


2 1— 2 


sont À: = 3, Àa = —1. Donc, la solution générale du système homo- 
gène est 
æ = Cie + Cet, y = Cie — Cet. 


Aux termes f, (t) = et et f, (t) — et correspondent les nombres 1 
et 3. Le nombre Î n’est pas une racine de l’équation caractéristique, 
le nombre 3 est une racine double. Comme pour une seule équation, 
on pose 


= biet + (b3 + bat) “0 
= auet + (as + aat) et. 
En portant ces expressions dans le système, on obtient 
b—=0, b=0,. bs = 1/2: 
a = 1/2, a, 14, as —1/2. 


CE ECS 
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La solution générale du système avec second membre s'écrit: 
RÉ 
x = Cieñt+ Cet + et, 


{ { 2 
_y= Cie Ce re+(r+s) et. 


$ 24. Intégration des équations différentielles 
à l’aide des séries entières 


On se propose dans ce paragraphe d'étudier deux exemples de réso- 
lution des équations différentielles linéaires du deuxième ordre à 
l’aide des séries entières. Les coefficients de ces équations sont des 
polynômes. 

Le deuxième exemple traite de l’importante équation différen- 
tielle de Bessel. Les systèmes fondamentaux de solutions de l'équa- 
tion de Bessel ne sont pas constitués de fonctions élémentaires. 
Nous verrons du reste qu’elles se développent en séries entières 
dont les coefficients se calculent assez facilement. 

EXEMPLE 4. y" — xy — 0, y (0) — 0, y (0) = 1. 


Ici p, (x) = —x, c'est-à-dire est un polynôme du premier degré 
en z. On cherchera la solution sous la forme 
y (x) = à aux". (1) 


La condition initiale y (0) — 0 nous donne a, = 0. De la condition 
y" (0) = 1 il s'ensuit que a, — 1. En dérivant formellement cette 
série deux fois et en portant l'expression obtenue dans l'équation, 
on trouve | 


[e a) 


D k(k—1)axt 2x À ant. (2} 
kR=2 k=— 


Une identification des coefficients en les puissances semblables de x 
nous donne 


« (À 
a2=0; 324; —4a, d'où a L—0; 


« a 
4Sa; as, d'où a+ ; 


28% + 0 ee + ee ee » + ee « + » 


“ e » Ci e cs * ® + , -. + . * = ee + + ee + 
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Comme ay = #. — O0, on trouve que tous les coefficients 


Zap — 0, Tgah+o A 0. 
D'autre part 


a A NS RES 
(34 ED 3% "Ra G te. HOLD 
&—1,2,...). 
Donc 
| —  . 234 +1. - 
YG)=T tas tarer tee T6 7 ED (3) 


Le critère de D'Alembert nous dit que le rayon de convergence de 
cette série est infini. Donc, toutes les opérations que nous avons 
effectuées sont licites et la somme de cette série est solution de l'équa- 
tion pour toutes les valeurs de zx. 


EXEMPLE. 2. Equation de Bessel *). Elle est de la forme 
ay" + ay" + (2? — v?) y = 0. (4) 
De nombreux problèmes de physique mathématique se ramènent 


à cette équation. 


On cherchera une solution particulière de (4) sous forme d’une 
série entière généralisée 


O6 


y = ax 2 ax". (5) 


En dérivant (5) deux fois terme à terme et en portant l'expression 
obtenue dans (4), on trouve 


D: 
iD18 


a (k-Lp}2rkt+0 Lx2—n2) D auxkte = 0, 
R=0 


>; agakte[(k+p}+xè—v] 0. 
k=—0 | 


L'identification des coefficients en les puissances semblables de x 
nous donne 


z° | ap (p?— vw?) —= 


xo+i| a [{p +1)? — v2] — 0, 
[artelast(p+22—v1+ a 0 
a+3/as[(p+8}—v)+a 0, (6) 


0 8% 0 2 9% + 2% = ee + 


_. a, L(o+p}—v]+a, :—0, 
L. 


8 9% 5e 9 9% EE 9e ?% 2% #9 pp» ee 


1) Friedrich Bessel, astronome allemand (1784-1846). 
7—0687 
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Si l’on admet que le coefficient a, en la plus petite puissance de x 
est différent de zéro, alors la première équation de (6) nous donne 


p = +v. 


Supposons pour l'instant que p = v > 0. De la deuxième équation (6) 
on déduit alors que a, [(v + 1)? — "v2] = 0, autrement dit a, = 0, 
et par suite, tous les coefficients d'indices impairs sont nuls (&,,,+, — 
= (0). D'autre part 


à "0 = 
%2 {v+2}— nv 22(v+1)? 
RC  — 
OUT GE TZ GENE 12 D 
| à (—1}P& 
| 2P 0 22Pp!(v +1) (v+2) ... (v-+p) ? 
Pour p = —v on obtient par analogie 


RQ D 
PRE CRT PVR ve p) 
Donc, pour p=v la solution de l'équation (4) s'écrit : 


3 (—1)P a2p+v | 
y = ao ») DPpl(vE D... (Ep) * (8) 
p=0 


Soit la fonction 


r(p)=(eatdr (p>0), 
0 


dite fonction gamma. Il est immédiat de vérifier que T (p + 1) — 
— pl (p) et que L'(p + 1) — p! pour p >= 0 entier. 

Pour les p< 0, T (p) se définit d’une autre manière, mais la 
propriété L'(p + 1) = pl'(p) reste en vigueur. 

Si l’on pose a, = 1/(2T 4 + 1)), alors la solution (8) devient 


__—. (—1)P (2/2)2P TV ; 
Lo > TT) T(p+v+1) : 9) 
D= 


Si pour p-=—"v l’on prend a —1/(27"T(—v+1)), l’on ob- 
tient de façon analogue 


: (—1)P (z/2)2PV 
eue 3 D (PHP (P—v+ 1) os 


Les fonctions J, (x) et J. , @ s'appellent fonctions de Bessel du 
premier genre d'ordre v et —v respectivement. 
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Les séries (9) et (10) convergent, la première pour tous les x, 
la seconde pour les x Æ 0, ct de plus elles peuvent être dérivées deux 
fois terme à terme, donc J, (x) et J _, (x) sont solutions de l'équation 
de Bessel (4). 

Si v n'est pas un entier, alors les fonctions J, (x) et JF _, (x} 
sont linéairement indépendantes, puisque leurs séries commencent 
par des puissances différentes de x et que leur combinaison linéaire 


v (€) + God -, (x) = 0 


seulement pour &, — &, — 0. Donc, dans ce cas la solution générale 
de (4) est de la forme 


y = Cid (6) + Cod -v (a). 
Si v = nr est un entier, on montre que 


J _n (x) _ (—1)" a (x), 


c'est-à-dire que ces fonctions sont linéairement dépendantes (T (p) 
devient infinie pour les p entiers négatifs). Donc, pour deuxième so- 


Fig. 16 


lution linéairement indépendante on peut prendre n'importe quelle 
autre fonction. En général, on opte pour la fonction de Bessel du 
deuxième genre Ÿ, {x). Cette fonction est une combinaison des fonc- 
tions Jm (x) et J _m (&): 


Y, (x) — lim %* v(r)cos van —J (x) 


RE sin VI 


(v n'est pas entier et tend vers n). 


REMARQUE. Pour v — nr entier naturel, la solution générale de 
(4) est donc de la forme 


y = Cidh (x) + Con (x), 
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où Cet €, sont des constantes arbitraires. Signalons que la function 
Y, (x) n’est pas bornée au voisinage de x = 0. Par exemple 


R 
aYo(a)= 2 (a [im +C]- 25 nr (5) 2% 


m=1 


où € est la constante d'Euler (€ = où 

Donc, toute solution de l’équation (4), qui est bornée au voisinage 
de z — 0, est de la forme y — C7, (x), c’est-à-dire que C; = 0 pour 
elle. 

La figure 16 représente les graphes des fonctions J, (x) (paire) 
et J, (x) (impaire) de Bessel. 


$ 25. Eléments de théorie de la stabilité 


Dans bien des problèmes, l’important n'est pas de connaître 
une solution du problème de Cauchy, maïs le comportement de cette 
solution lorsque les conditions initiales et l’argument varient. 
Ces problèmes font l'objet de la théorie qualitative des équations 
différentielles, dont l’une des principales branches est la théorie 
de la stabilité de la solution ou théorie de la stabilité du mouvement. 

Supposons qu’un phénomène est décrit par un système d'équations 
différentielles 


ui ; 
d = (rue sav) Ut: 0h) (1) 


vérifiant les conditions initiales 
VE (to) = Yo (à — Lines 0) (2) 


Les conditions (2} sont données par des mesures, donc sujettes à 
des erreurs. 

Si des changements quelque petits qu'ils Soient des conditions 
initiales perturbent fortement la solution, celle-ci ne présente 
aucun intérêt et ne peut même pas décrire approximativement Île 
phénomène étudié. 

Il est donc important de connaître les conditions pour lesquelles 
une petite perturbation des conditions (2) se traduit par une petite 
perturbation de la solution du système (1). 

Si { varie dans un intervalle | £, — { | © assez petit, la réponse 
à la question posée est fournie par le théorème d'existence et. d’uni- 
cité de la solution. 


THÉEOREME Â (DÉ DÉPENDANCE CONTINUE DE LA SOLUTION PAR 
RAPPORT AUX CONDITIONS INITIALES). Si le second membre de l’équa- 
tion différentielle 


d je 
= {(, ÿ) () 
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est continu et possède, par rapport à y, une dérivée partielle bornée 
((f IS N) sur le rectangle D = {4 — a t<K lo +a, y — db 
LYS Yo + db}, alors la solution de l'équation (3) y (t) — y (&, to, Yo) 
vérifiant la condition initiale y (to) = y, dépend continûment des 
conditions initiales. Plus précisément, pour tout & >= 0 il existe un 
Ô > O tel que h 
| y (£, Lo; Yo) — ÿ (é, Lo Yo) F Ë) 

pourvu que 

[Vo— Vol 6, Ito—tl<T, T<T Ti= min {a _ 7} 

Yo — Yo , 0 ? 07 is RD 

M— max |ff(i,y)]. 
Œ WE D 
DEMONSTRATION. En démontrant le théorème d'existence ($ 6), 


on à vu que 
t 


y (E)=y (6 Los Vo) = Yo + À F(, y (#)) dt, 
Lo 
t 

y () =y(E Lo Yo) = ÿo+ \ru, y (t)) dt. 
to 


Le théorème des accroissements finis nous donne (voir justifications 
plus bas) 
t 


PORTO ESS CE TO) EIUETO)CE 


to 
<1yo—vol+ NÉ tolmax] y (7 (IS 
<1Yo—Vol+ NT max] y (#)— y (4) |- 
Comme TN <i,ona 
A — TN) [y () — y O 1< Vo — Ho 
[y — y O1 1 Vo — vo (4 — TN). 


Si maintenant l’on prend 
| Yo — Yol << 6, où 8 — et — TN), 


ou 


alors 
| y —yOI<e. 
Voici quelques explications. On a l’inégalité 


t 
CE to VDS] TF6, y dt|<|t-#] METAL, 
to 
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où TM< TOM <b ou b — TM —= 6, > 0, qui montre que la 
courbe intégrale y ({, to, Yo) appartient pour |[é— tt, | T à un 
rectangle intérieur à D. D'où l’on voit que la courbe 
Y (E, os Yo) 1t— to | < 7, 
est aussi intérieure au rectangle D si seulement 
[Yo — Yo | € Vo: 
Ceci montre que le théorème des accroissements finis a été licite- 
ment utilisé du moins pour le cas où Ô <-6,: en effet, la fonction 
{ (t, y) possède par hypothèse une dérivée partielle _. continue 


sur À). 

Le système (1} est justiciable d’un théorème semblable. 

Si toutes les hypothèses du théorème sont "emplies, on dit qu 
le problème est correctement posé. 


y À 
nn TT er SR 
Yi (to) ST 
PDO SR LT pi (8) 
_— MT Pi(t) 
(LE fo L t 
Fig. 17 


Nous avons étudié la stabilité de la solution sur un intervalle 
de variation de t assez petit. 

Si l'argument t € [t,, ol peut prendre des valeurs quelconques, 
la dépendance de la solution par rapport aux conditions initiales 
fait l’objet de la théorie de la stabilité. 


DériNirion. Soit @(t) — {qi (t), . . ., p, (t)} la solution du 
système (1). On dit que cette solution est stable au sens de Liapounov \) 
si pour tout & >> 0 on peut exhiber un Ô => 0 tel que pour toute autre 
solution y (t) = £{y1 (€), . . ., Un (t)} telle que 
[Yi (fo) — pi (OH I<8 G—=1,...,n), (4) 
l'on ait 

[| Ya (£) — Pi (£) [<< E ( 1, se n), Vi € [£o, of. (5) 


1) Alexandre Mikhaïlovitch Liapounov, illustre mathématicien russe 
(1857-1918). 
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Donc, une solution œ (t) est stable au sens de Liapounov si les 
solutions vérifiant des conditions initiales voisines restent voisines 
pour tous les {> {, (fig. 17). 

Si une solution @ (é) est stable au sens de Liapounov et si de plus 


lim Iy:@)—q@1=0 GG =1,...,n), (6) 


alors elle est dite asymptotiquement stable. 
Signalons que (6) n’entraîne pas nécessairement la stabilité au 
sens de Liapounov. 


EXEMPLE 1. _ — Y, Y (Zo) = Ye 


La solution générale de cette équation est y = € exp (—x). 
La solution vérifiant la condition initiale y (ts) = yo est 


Y —= Yo EXP (Lo — +). 


Si maintenant l’on se donne une autre condition initiale ÿ (xs) = 
— ÿ0, alors la solution la vérifiant sera 


ÿ = Ÿÿo EXP (&o — &). 
D'où 
[y —Yÿ | = | Yo — Yo | XP (to — 2) | Yo — Yo | 


pour zx > to Donc, si | yo — ÿo | LÔ = €, alors [y —YÎL E 
c'est-à-dire que la solution y — y, exp (x, — x} est stable au sens 
de Liapounov pour x r,. Cette solution est aussi asymptotique- 
ment stable, puisque 


lim | y — 3 = lim | yo — ÿo | exp (ro — 2)— 0. 
X —+ + 00 X —+ +00 
ExemPpre ©. Pour l'équation y’ —y on prouve de façon analo- 
gue que 
Ly —Y 1 = [Yo — ÿo l exp (x — &) 
pour x => to, quel que soit x. : 
Il est évident que quel que soit x,, la solution y est instable pour 
TZ To, puisque exp (x — To) —+ +o pour æ —-> +oo. 
© L'étude de la stabilité au sens de Liapounov d'une solution quel- 
conque œ (ét) — {œ; (t), .- . ., oh (é)} du système (1) peut être ra- 
menée à celle de la stabilité de la solution triviale d’un autre systè- 
me. À cet effet, il faut faire la substitution 


ti) =yt—p@ E=1...,n). (7) 


dy: __ dti | d®: 


dt 7 dt Es dt 


D'où 
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Le système ({) devient donc 
dx 


= fi Lé, T4 + Pi (6), “ses da de Da (£)] —- 
— ff, mt), ...,@,(6)] (G—=1,...,n). () 
Le système (8) possède la solution triviale 
z ()=0 (i=1Â,...,n). ({1) 


THÉORÈME 2. Pour qu’une solution @ (6) — £@1 (6), . . ., pm, (t)} 
du système (1) soit stable au sens de Liapounov (resp. asymptotiquement 
stable) il faut et il suffit que la solution triviale (le point de repos) du 
système (8) le soit. 

Cette solution est caractérisée par Je fait que le point (æ, (t), 

., Zn (t)) est fixe lorsque #t varie. La solution (9) et le point 
(0, ..., 0) s'appellent dans ce cas position d'équilibre du système (1) 
ou point de repos. 

Relativement au point d'équilibre les conditions de stabilité 
se formulent de la manière suivante: le point d'équilibre x; = 0 
(i = 1, ..., n) du système (6) est stable au sens de Liapounov si 
Ve >> O on peut exhiber un 6 (e) > 0 tel que l’inégalité 


lt: (lo) | L'Ô (€) (—1,..., 7) 
entraîne 


It; (jl<e (=1,...,,n), Mt 


autrement dit, la trajectoire dont l’ origine se trouve dans un Ô-voi- 
sinage de l’origine des coordonnées reste dans un e-voisinage de l’ori- 
gine des coordonnées pour {> {,. Ces voisinages sont rectangulaires, 
mais l’on peut passer aux voisinages sphériques, ce qui est particu- 
lièrement indiqué lorsque la solution est écrite sous la forme vecto- 
rielle x (t) = {x (t), . . ., x, (t)}: 

n 


Ie) IE) Ir lee, te1- À [Ti f°. 


REMARQUE 1. Pour qu'une solution particulière y, (ét) d'un 
système d'équations Se linéaires avec second membre 


Ay+f (0) (10) 


(cf. $ 23, (1”)) soit stable au sens de Liapounov (resp. asymptoti- 
quement stable) il est nécessaire et suffisant que le point d'équilibre 
du système homogène associé (cf. théorème 2) 


dx 
DFA — Ax (11) 


le soit. 
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En effet, le système (10) est un cas particulier du système (1} 
et le système (11), un cas particulier du système (8). Les termes libres. 
ont disparu, puisque la fonction f ({) dépend uniquement de t et. 
pas des fonctions cherchées. 


THéorÈME 3 (DE LraApPounov). Soit donné un système 


i . 
= fi Yu. ÿn) Gr1,...,n), (4} 
possédant une solution triviale y; (= 0 (i = 1, ...,n). 
Supposons qu'il existe une fonction dérivable v (y,, . . ., y) 


vérifiant les conditions suivantes : 

1) v(yx ..., y)>0 et v—0 seulement pour y, — 

..=ÿn=0, c'est-à-dire que la fonction v a un minimum strict en l’ origi- 
ne des coordonnées. 

2) La dérivée totale de la fonction v le long d'une trajectoire de phase 
(c'est-à-dire le long de la solution y; (t) du système (1)) est 


ñn 
dv ov Si — 
4 Do Tr i JE 2. fi (Es Yi... Yn) KO pour 1Zto. 


Alors le point d'équilibre y; = O (i = 1, ..., n) est stable au sens 
de Liapounov. 
Silonexige en outre qu *à l'extérieur d'un voisinage aussi petit que 


l’on veut de l’origine des coordonnées Qi + ) 
pe 0 Gi 2 
FT À 


où B est une constante arbitraire, alors le point d'équilibre y; (t) = © 
(i — 1, ..., n) est asymptotiquement stable. 

La ‘fonction v s'appelle fonction de Liapounov. 

EXEMPLE 3. 


dy 5 

Î di Us 
dYs 

\< = Ya — Ve 


Il est immédiat de voir que le point d'équilibre y, = y, = 0 
est solution de ce système. Etudions la stabilité de cette solution. 

Considérons la fonction v (y, y:) — y} + y. Elle vérifie toutes 
Jes hypothèses du théorème : 

1) v (1, y) > 0 et v = 0 seulement pour y; = y: = 0. 
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2) On a le long de la trajectoire de phase 


av __ Ôv dy , OÙ AY» _ 


dt Ôy, dt ‘ Oÿs dt — 
= 2y1 (— Yi — Yo) + 2yo (ya — 95) = —2 (5 + y) KO: 


En outre, à l'extérieur du voisinage de l'origine des coordonnées 
Gi +260) 


FE —B<O 
(où B est le minimum -de la fonction 2 (y + y) à l'extérieur du 
cercle y} + ys = 6). 
Donc, la solution y, = y, = 0 est asymptotiquement stable. 
REMARQUE 2. Il est conseillé de chercher la fonction de Liapou- 
nov sous une forme quadratique en y, ..., Yn: 


v= > dijYiy j. 
2,7 


La première condition dit que v doit être une forme quadratique 
définie positive. Le théorème de Sylvestre !) nous apprend d'autre 
part comment choisir les coefficients a;; pour que la forme v soit 
définie positive: | 

diy :45. 4; 
Us yo | " 


ai: >0; 0; 2e > 0 


Any oo 


Zn1 CRE nn 


$ 26. Classification des points d'équilibre 


Le théorème de Liapounov nous permet d'étudier la stabilité 


d'un système de deux équations linéaires du premier ordre à coel- 
ficients constants 


dr 
Frs 0 + dos 
(1) 


dy 
7 dut + Gel 


On peut cependant étudier directement la stabilité du système (1), 
car on peut l'intégrer. 

Supposons que le déterminant 
Qyy io 


ue £ O0. (2) 


Aoy os 
Ï1 est immédiat de voir que y (ét) = x (t) = 0 est la solution qui 
vérifie les conditions initiales triviales. 


1) Voir tome I, chap. 10, $ 22. 
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Pour trouver la solution générale nous devons chercher les raci- 
nes de l’équation caractéristique 
Ayy — À Q2 , 
À = (a+ax)àh+A= O0. (3) 
dos 22 — 


De la condition À =£ O il s'ensuit que À = 0 n’est pas une racine 
de l'équation caractéristique (3). 

1. Supposons que les racines À, et À, de l'équation caractéristique 
sont réelles et distinctes. Supposons d'autre part que &œ — (&, &:) 
gt B — (B,, B,) sont les vecteurs propres de la matrice À associés 
respectivement à À, et à À, : 


(@us — 4) où + Giatte = 0, (ai — A2) Bi + ao == 0 
A2@4 + (@2o — A4) ar = 0, Pr + (A22 — Xe) Ba = 0. 
On sait alors que la solution générale du système (1) est de la forme 
x = Ciaeht + CBieit, 

y == Ciasehit + Cofieht, 


(1) 


(2) 


où €, et C, sont des constantes arbitraires. 

Si À; < 0 et À, << 0, alors de (5) il s’exisuit que le point d'équi- 
libre x = y = 0 est asymptotiquement stable. 

En effet, si l’on admet par exemple que {, = 0, alors Ia solu- 
tion (5) qui passe par le point (xs, Yo) à l'instant t, est définie par 
les constantes C, et C, qui se calculent à partir des équations 

Lo = Cid + Cobas 
Yo = Cite + Cao, 
OÙ 19 — Go D. Alors 
C: —= ÂT) + By, C: — Dz, ns EYo, 
où À, BP, D et E sont des constantes. Donc 


[tr G)1< 1426 + Byol lo | + Dre + Eyo À | Bi |, 
[y OIL Aro + Byo lle + | Dxs + Eyo TT Pe 
car ont [et | 1 pour À < 0 et À, < 0. 
De là il résulte que pour tout € => 0 on peut exhiber un 80 
tel que 


Ix(E Iy@l<e C0) 


dès que | xs |, | Yo | << 8, autrement dit, le point © (0, 0) est stable 
au sens de Liapounov. De plus, puisque 


exp (Ait) +0 (f—+ oo), 


alors de (5) il découle que le point (0, 0) est asymptotiquement 
stable. 


108 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES Qt t 


Si l’on élimine & du système (5), alors la fonction obtenue y — 
—= œ (x) a pour graphe la trajectoire du mouvement dans un systè- 
me x0y. 

Si le point matériel se trouve dans un ô-voisinage de © à l’instant 
initial # = {o, il passera dans un e-voisinage de © pour t assez grand 
et tendra vers Ô pour à — +0. 

Un tel point d'équilibre s’appelle nœud stable (fig. 18). 


Fig. 18 


La figure 18 représente la disposition des trajectoires correspon- 
dant à ce cas. Les flèches indiquent dans quel sens se déplace le 
point sur la trajectoire lorsque # — +. Toutes les trajectoires, 
sauf une, présentent une tangente commune en (0,.0). Si l’on admet 
que |A [| <C | À, |, alors la pente de la tangente est égale à «/œ. 

En effet, de (5) il s’ensuit que (C, 0) 
dy __ an (Crime Æ CyB,e"!) “492 (Crugemt qua CaBre”t) _ 


ax G11 (Cie it + CB; eh) Las, (Caen + Cfe}:t) 
— In (Cut Copier) Lo, (Cine -t CopaeheT À) = 
ri (C1 + CoBeta ht) La, (Citz + CoBgethrT ht) Ar Se 


a21Cy@1 1 pol 1e __ Go1Ly + Aro n) À — Ag 
toto dj1C 1% + Ayo 1e A1 + A1 A1 &y 
si & O0, puisque en vertu de (4). 
Gi + Ao2to = Mo, Qui + Goo = jo. 


Si & — 0, les mêmes raisonnements nous donnent 


dx œ 
PT = (A4 Æ 0). 
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Si €, M. alors de (5) on déduit une seule trajectoire 


= hr 


% 


La pente de la tangente à cette trajectoire (qui est une droite) est 
égale à 6,/P:. 

Donc, la tangente aux trajectoires telles que C; = 0 est paral- 
lèle au vecteur propre æ& = (1, &,) associs à la plus petite valeur 


Fig. 19 


propre en module À, (pour &;, = 0 ce vecteur est porté par l'axe Oy). 
Il existe par ailleurs une trajectoire (pour €, = 0), en l'occur- 


rence la droite y = Ps qui est parallèle au deuxième vecteur 


1 

propre $ = {$,, B.) associé à la plus grande valeur propre en modu- 
le À». 
Si > 0et À, > 0, alors on voit sur (5) que le point d'équilibre 
z = y= 0 est instable, puisque exp (Ajt) + +o avec t. Un tel 
point s'appelle nœud instable. Ce cas se déduit du précédent en rem- 
plaçant { par —t. Donc, les trajectoires auront la même allure, mais 
le point se déplacera dans le sens contraire (fig. 19). 

Enfin, si À, << 0 et À, => Ô (ou inversement À, > 0 et à3 < 0}, 
alors le point d'équilibre est aussi instable, puisque exp (At) — +00 
avec {. Les points situés dans un Ôô-voisinage de © tendent vers 
l'infini le long de la trajectoire 


z = Cofreñi, y — Cipsekt. 


Signalons que dans ce cas il existe une trajectoire le long de laquelle 
le point matériel tend vers O lorsque £ — +0 : 


x = Cioneht, y —= Ciosent. 


Il s'agit de la droite &;y — «,x = 0. Ce point d'équilibre est 
une selle ou col (fig. 20). 
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2. Supposons que les racines À, et À, sont complexes (43, sont 
réels) 


M=p+ig, k: = p—ig (q Æ OÙ). 


La solution générale du système (1) est de la forme (5), où les 


vecteurs @& et f — « ont des coordonnées complexes. 
Les parties réelle et imaginaire de cette solution sont aussi 
solutions du système. Donc, on peut mettre la solution générale du 


système (1) sous forme d’une combinaison linéaire de ces solutions: 
| x — et (C, cos gt + C, sin at), : 

| | i 
y = ePŸ (a cos qt + bsin gt), " 


où C, et C, sont des constantes arbitraires et a, b des combinaisons 
linéaires de ces constantes 


(a = kC, + IC», b = mC, + nCi). 


Illustrons ceci par un exemple. 
ExEMPLE 1. Trouver la solution générale du système 


[ z= ZT —Y, 
| y 2r—y. 
Les racines de l'équation caractéristique 
1—Xx —1 
—0 ou À2+1—0, 
| 2 —1— À L 
sont À = à et À, — —i, Les coordonnées des vecteurs & et fi se dé. 


terminent à partir des égalités 


(—ija —- a =0, (+i)fi — BP: = 0, 
autrement dit, on peut poser 
Hs =; 1; Lo = À — à; B, = 1, PB, = 1 + à, 
Alors 
x = ouet — Cos t +- i sin é, 
y = œet = (1 — i) (cos t + à sin t) — 
— (cos & + sin f) + à (sin £ — cost) 
est solution du système. 
Les parties réelle et imaginaire de cette solution sont aussi des 


solutions, qui plus est, linéairement indépendantes. Donc, leur 
combinaison linéaire nous donne la solution générale du système 
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envisagé : 
æ — Cicos ? + C, sin é#, 


y = C, (cos & + sin t) + C, (sin { — cos t) — 


= {C1 — C;) cos à + (C1 + C)sint. 
Donc 
a= Ci —(s, b= Ci + Ci. 


Pour p = 0, les trajectoires (6) sont, en raison de la périodicité 
des parenthèses, des courbes fermées: des ellipses de centre (0, 0) 


Fig. 21 Fig. 22 


(fig. 21). Ce point s'appelle centre. Pour p = 0 la stabilité n’est pas 
asymptotique, car le point (x (t), y (t}} parcourt une infinité de fois 
une ellipse de la famille. Ce point ne tend visiblement vers aucune 
limite pour { — oo. Par ailleurs, pour p = 0 le point d'équilibre 
(0, 0) est stable au sens de Liapounov. Vérifions cette assertion 
sur l'exemple 1 traité ci-dessus. Trouvons la solution qui à l'instant 
t, —= 0 passe par le point (x, Yo). Il est évident que 


To = Cu Yo = Ci — Co 
donc 
Ci = Zo, Ca = Lo — Yo 


et la solution est de la forme 
Z (£) = %o COS £ + 1Zo — Yo) Sin é, 
y (t) — Yo COS ? + (2Zo — Yo) Sin t. 
On a d'autre part | 
fe (IL to + Troll + lyol=21%Zo 1! + lo, 
[y EI Iyl+21t%0l+1yl=21r1+21%l. 
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Donnons-nous € >> Ô et suposons que ê — e/4. Il est évident que 
ai [xs , | Yo | < Ô, alors quel que soit # 


Ir IR27 +7 <e, 


[y IS2+2T—e. 


Ce qui prouve que le point d'équilibre est stable au sens de Liapon- 
nov. 
On voit sur (6) que pour p << 0 le point (x, y) tend, lorsque { — 
—+ +00, vers le point (0, 0), dit foyer stable. La présence du facteur 


Fig, 23 


exp (pt) (qui tend vers 0. lorsque { — +co) transiorme les courbes 
fermées en spirales qui tendent asymptotiquement vers l’origine 
des coordonnées lorsque t —> +oo (fig. 22). 

Si le point se trouve à l’instant initial & = {, dans un Ô-voisinage 
de l’origine des coordonnées, il tombe dans un e-voisinage donné 
du point (0, 0) pour # assez grand. 

Les trajectoires qui tendent vers un foyer sont telles que leurs 
tangentes ne tendent vers aucune limite pour £ — + oo. Ceci distin- 
gue un foyer d'un nœud. 

Si p<0, le point x — y — 0 est asymptotiquement stable. 

Si la partie réelle p des racines À, et À, est strictement positive, 
alors ce cas se ramène au précédent par la substitution de —+# à £. 
Les trajectoires ont donc la même allure que sur la figure 22, mais 
le mouvement a lieu en sens inverse. Comme exp (pt) — + avec f, 
les points qui à l’instant initial se trouvent dans un voisinage de 
l’origine des coordonnées tendent vers l'infini. Un tel point est dit 
foyer instable (fig. 23). 

3. Supposons que les racines À, et À, sont égales (A1 — Ào, Gx: 
sont réels). Ces racines sont donc réelles et la solution générale du 
système (1) est de la forme 


zx—(A+ Bt)eht, e 
y = (C + Dt) eht, ” 
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où À, B, Cet D sont des constantes liées entre elles par deux équa- 
tions linéaires que l’on peut obtenir en portant les fonctions x et y 
dans le système et en simplifiant par exp (Mi). 

Si À <C 0, alors exp (Mt) —+ 


et texp (At) 0 pour {+ +oo, y — 
et par suite le point d'équilibre pt 
z = 0, y —0 est asymptotiquement LES 


stable. On l'appelle rœud stable a 
(comme dans le n° 1). 

Si À >> 0, alors le point x = 0, 
y — Ô est instable et s'appelle 
nœud instable. 

REMARQUE 1. Si A—0, alors 
l'équation caractéristique (3) a pour 
racines À, = 0 et À = &y + Gap. 

Supposons que À, 5: 0. Alors la 
solution générale du système (1) 
s'écrit 


x = Cyoy + Copie, Fig. 24 
y= Ci + CoBret sl, 


où C. et C, sont des constantes arbitraires et ai;@ + aus = 0, 
—G3ah1 + Gba = 0. . 

En éliminant le paramètre t, on obtient la famille de droites 
parallèles 


y— Cia = _ (x — Ci). 


Si À < 0, alors pour t + + le point matériel tend le long 
d’une trajectoire de la famille vers le point d'équilibre z = C;, 


y = Citta (Y = à z) (fig. 24). 
Le point (0, 0), ainsi que tout point de la droite y = x, 


est stable au sens’ de Liapounov pour À, < 0 mais pas note: 
tiquement. 

Si Àe >> 0, le point d’équilibre est instable. 

Si À = à. — 0, on distingue deux cas: 

a) La solution générale du système (1) est de la forme z = C;, 
y = C,. Dans ce cas le point d'équilibre x — y == 0 est stable au 
sens de Liapounov, mais n’est pas asymptotiquement stable. ‘Signa- 
lons que cette situation se présente lorsque la matrice À ést nulle, 
c'est-à-dire que an = sa — Ayo = Ag = 0. Dans ce cas, tous les 
points du plan (Ox, Oy) sont des points d'équilibre" stables au sens 
de Liapounov. SR à 


8—0687 


{' 
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b) La solution générale du système (1) est de la forme 
2 Ci EC y —= à + bt. 
Le point d'équilibre zx = y = 0 est instable. 
Dans ce Cas 4go = —yy, yo dy K 0. 
EXEMPLE 2. On demande la nature du point d'équilibre du 
système 


( z— — + +ay, 
y —2y. 
Les racines de l'équation caractéristique 
—1—7À a 
== ( 
0 —2—À 
sont À — — 1, À, = —2. Donc, le point d'équilibre z = y = est 


un nœud stable. 
ExemPLE 3. Même question pour le point d'équilibre du système 


{2x y, 


l y = 2x + 3y. 
Les racines de l'équation caractéristique 
1—X —1 0 
D 


sont À, = 2 + i, À, — 2 — i. La partie réelle de ces racines étant 
strictement positive, le point d'équilibre x = y = 0 est un foyer 
instable. 

REMARQUE 2. Si la matrice À est symétrique, on sait que l’équa- 
tion caractéristique ne possède que des racines réelles !. Nous 
savons d'autre part que 

Gyadaa — Ag = Me: 


Comme la matrice symétrique engendre une forme quadratique 
de type elliptique, hyperbolique ou parabolique, on dira que le 
système d'équations différentielles (1) est elliptique, hyperbolique 
ou parabolique selon que a,8,, — a, —= A, est => 0, << 0 ou nul. 

De l’exposé précédent il est clair que si le système (1) est ellip- 
tique, alors le point d'équilibre est un nœud stable si À, << 0, À << 0. 
Ceci a lieu si ay << 0 et a, << 0. 

_ Sid > 0et À, > 0, le point d'équilibre est un nœud instable 
(au > Û, Qo2 >> 0). 

Signalons que dans le cas elliptique, les nombres 4,, et a, sont 
de même signe. | | 


e + L 


1) Voir tome I, chap. 10, $ 24. 


$ 26] CLASSIFICATION DES POINTS D'ÉQUILIBRE 415 


Si le système (1) est hyperbolique, alors le point d'équilibre 
est toujours instable (un col). 

Si le système (1) est parabolique, le point d'équilibre est stable 
pour Ào = Ayy + do & 0 et instable pour À, >> 0. 

ExEMPL1E 4. On demande la nature du point d’équilibre des 
systèmes 


fx 3rt9y, . (r=r+oy, x z—r+y3y, 


a) à, b) 2. D 
| y= 27 —0y; l y — 2x +3y; y=V3z+3y. 


La matrice À est symétrique dans les trois cas. 

Le système a) est elliptique, car a,,a3, — a, = 11 >> 0. Comme 
dy = —B8<0, Go = —5 << 0, le point d'équilibre est un nœud 
stable. 

Le système b) est hyperbolique, car aa, — af, = —1 < 0. 
Le point d'équilibre est un col. 

Le système c) est parabolique, car a,,a,, — a°, = 0. Le point 
d'équilibre est instable, car ay, + &ass = 4 > 0 

REMARQUE 3. On démontre (comme on l’a fait pour le cas n = 2) 
que le point d'équilibre est a priori stable au sens de Liapounov 
(asymptotiquement stable} pour le système linéaire homogène de 
n > 1 équations différentielles à coefficients constants: 


si toutes les racines de l'équation caractéristique possèdent 
des parties réelles strictement négatives. 


CHAPITRE 2 


INTÉGRALES MULTIPLES 


$ 1. Introduction 


Soit donnée dans un espace à trois dimensions ramené à un repère 
orthonormé d’origine O une surface continue 


z=f(Q)= f(x, y) (Q = (x, y) E Q), 

où Q est un ensemble (à deux dimensions) borné quarrable (cf. & 2 
plus bas). Pour on peut prendre un disque, un rectangle, unir 
ellipse, etc. Admettons que la fonction f (x, y) est strictement posi- 
tive et posons le problème suivant: on demande le volume borné 
supérieurement par la suriace donnée, inférieurement par le plan 
= Ô et latéralement par la surface cylindrique engendrée par la 
droite parallèle à l’axe Oz qui s'appuie sur la frontière y de Q. 

Définissons le volume cherché de la manière suivante. Divisons 
Q en un nombre fini de parties 


y, Sy, (1) 


n’ayant en commun que leurs frontières. Ces parties doivent être 
quarrables. Désignons par mQ,, ..., mQYr leurs aires D 
(des 2-mesures). 

Introduisons la notion de diamètre d’un ensemble 4. On FT 
diamètre d (A) d'un ensemble À la borne supérieure 

d(4)= sup |2P'—P*]. 
PE’, P'EA 

Prenons un point Q; =X{(ë,, n5) ( = 1, ..., N) dans chaque 

partie Q; et formons la somme 


Vr= D 1(Qyme, (2) 


qui est une expression approchée du volume cherché V. L'approxima- 
tion V & V, sera d'autant plus meilleure que les diamètres d (Q;) 
seront petits. Il semble donc naturel de définir le volume cherché 
comme la limite de la somme (2) 


V—= lim > f(Q;) ma, (3) 


max da; )>0 2=1 
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sous réserve bien sûr que cette limite existe et prend toujours la 
même valeur quelle que soit la subdivision de (2. 

En faisant abstraction du volume du corps on peut traiter l’ex- 
pression (3) comme une opération sur une fonction j définie sur Q. 
Cette opération est par définition une double intégration-Riemann de 
la fonction f sur l'ensemble Q et son résultat intégrale double définie 
de la fonction f sur Q. On note 


maxd(D ; 5) +0 


V= lim D 1@me,-[ [1e y) dx dy= | f(Q)40—| jdn. 
Q Q . 


DS D! 


Dans un- espace à trois dimensions rapporté à un système de 
coordonnées rectangulaires (Ox, Oy, Oz), soit donné un solide 9 
(un ensemble) dont la masse, qui a pour densité u (x, y, z) = u (Q) 
(Q = (x, y, z) € Q), est distribuée de façon non uniforme. On de- 
mande la masse de Q. Pour résoudre ce problème il faut naturelle- 
ment diviser Q en parties &, ..., Qn dont les volumes (sous 
réserve qu'ils existent) sont égaux à mi, ..., MAN, Choisir un 
point arbitraire Q; — (x;, y;, z;) dans chaque partie et convenir 
que la masse cherchée est 


M= lim À p(QymO, (4) 


maxd(Q ; )+0 7=1 


Ici aussi on peut regarder l'expression (4) comme une opération 
sur Ia fonction a définie sur l’ensemble à trois dimensions Q. Cette 
opération s'appelle intégration triple (au sens de Riemann) et son 
résultat intégrale triple définie (au sens de Riemann). On note 


N 
M= lim J'u(Q)mQ,= 


max d(R ;}— 0 ii 


= [«Q4o- FÜTute, y, 2) de dy ds. 


62 


La notion d'intégrale n-tuple de Riemann se définit dans le même 
esprit. 

Nous verrons que la partie de la théorie de l’intégration multiple 
qui contient le théorème d’existence et le théorème des propriétés 
additives de l’intégrale se traite de façon analogue en dimension un 
et en dimension nr. Cependant en dimension nr on se heurte à de plus 
grandes difficultés. 

En effet, nous avons défini l'intégrale simple de Riemann pour 
un ensemble élémentaire, un intervalle fermé [a, b] subdivisible 
en intervalles fermés. Nous n'avons éprouvé aucune difficulté à dé- 
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finir la longueur d'un intervalle. Dans le cas des intégrales doubles 
ou plus généralement des intégrales n-tuples le domaine d’intégra- 
tion Q doit être partagé en parties dont les frontières sont curvilignes, 
d’où la nécessité de définir la notion d’aire ou plus généralement 
une n-mesure sur ces parties. 

En dimension deux nous aurons affaire à des domaines bornés 
ayant une rontière différentiable (fig. 25) ou une frontière différen- 


Fig. 25 Fig. 26 


tiable par morceaux (fig. 26), c'est-à-dire constituée d’un nombre 
fini de morceaux différentiables (de lignes). 

Ces domaines doivent à leur tour être subdivisés en parties 
possédant une frontière différentiable par morceaux. 

À chacune de ces parties & et à certains ensembles d'autres types 
on peut attacher un nombre mo, strictement positif, appelé aire ou 
2-mesure de Jordan *) (la définition générale de la mesure de Jordan 
est donnée au $ 2). 

La mesure de Jordan possède les propriétés suivantes : 

1) Si À est un rectangle de base «a et de hauteur b, alors mA — 
= [A [| = ab. 

2) Si wo, € © et wo, et ©, ont pour mesures mo, et mo, alors 
mo MOa: 

3) Si un domaine est divisé en deux parties @, et æ@, par une 
courbe différentiable (o — ©: + «.), alors 


mo = MO + MOo. 


Il existe des ensembles dont la 2-mesure est nulle. C'est le cas 
notamment du point, d’un intervalle, d'une courbe différentiable 
ou différentiable par morceaux. 

En dimension trois, on s'intéressera au domaine dont la fron- 
tière est une surface différentiable par morceaux. On dira alors que 
ces domaines possèdent des frontières différentiables par morceaux. 
Tel est le cas de la boule, de l’ellipsoïde, du cube, etc. 

On dit qu'une surface est différentiable si en chacun de ses points 
on peut mener un plan tangent qui varie continûment avec ce point. 
Une surface est dite différentiable par morceaux si on peut la sub- 


1) Camille Jordan, mathématicien français (1838-1922). 
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diviser en un nombre fini de morceaux différentiables. La surface 
peut ne pas posséder de plans tangents le long des lignes de subdi- 
vision. 

Pour des domaines w bornés à trois dimensions possédant une 
frontière différentiable par morceaux, on peut définir le volume 
(une 3-mesure), c’est-à-dire un nombre strictement positif mo doué 
des propriétés suivantes: | 

4) Si A est un parallélépipède rectangle d’arêtes a, b et c, alors 
mÂ= |A |= abc. 

2) Si oc ©, et &, et w, ont pour mesures m&., et mw:, alors 

3) Si le domaine © est partagé en deux régions @, et @2 (© = 
= @1 + @,) par une surface différentiable par morceaux, alors 
MO = MO, + MO. 

Le point, un intervalle, un rectangle, une surface différentiable 
ou différentiable par morceaux sont des ensembles dont la 3-mesure 
est nulle. 


On peut par analogie étudier des domaines © à r dimensions (w & R;) 
ayant une frontière différentiable par morceaux et définir pour eux une 7-me- 
sure strictement positive jouissant de propriétés identiques à 1), 2) et 3). 

Dans R,,.on définit un rectangle comme l’ensemble des points æ = (r,, ... 
».., Zn) dont les coordonnées vérifient la double inégalité 

dj K Tj Kb; G—1,..., n; a; << b;). 
La n-mesure de À se définit comme le produit: 
mA = | A] = (b, — a) (be — a) . .. (8, — a,). 


Dans RA, on définit une surface différentiable S comme un ensemble de 

points æ — (21, ..., x,) vérifiant l'équation 
TZ; = f (zu . » +3 Lj-1r Tj+1s + 7 Zn) 
(CR ee 7 Tj-11 Tj+1s CCR Zn) € Go 

où j — 1,..., n. La fonction f est continüment dérivable sur l’adhérence d’un 
domaine borné g à r — 1 dimensions de points (rx, . .., æj_1, Zjtrs + + + Zn). 

Une surface différentiable par morceaux dans R, est par définition composée 
d'un nombre fini de morceaux différentiables (des surfaces) n'ayant en commun 
que leurs frontières. 

Reprenons la définition de l'intégrale multiple sans recourir à 
la géométrie ou à la physique. 

Soient donnés dans R, un domaine borné ayant une frontière 
T (Q = Q + T) différentiable par morceaux et sur Q (ou ) une 


fonction 
Î (x) Si Î (T1: _. +) Ta). 


Partageons { en parties @; n'ayant en commun que leurs fron- 
tières que nous supposerons être difiérentiables par morceaux. Pour 
simplifier on dira que nous avons effectué une subdivision o de l’en- 
semble Q. 
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Prenons dans chaque partie Q; un point €? — (£?, ..., !) et 
formons la somme 


N 
S h(f) sn (&’) mQ; 


que nous appellerons somme de Riemann de la fonction f correspon- 
dant à la subdivision o. 
La limite de la somme 


lim S,(f—= lim 2 1@n0= [3 (x) da — 


max d(e ;)— 0 Dax d(R;)- (1) 


{fie ces Zn) ds... din (à) 
Q 


s'appelle intégrale multiple de la fonction f sur Q (ou étendue à Q). 

Signalons que la limite (5) s'appelle intégrale multiple de la 
fonction f si elle ne dépend pas du choix des points £? € Q;et de la 
subdivision p de Q 

Faisons quelques remarques. 

REMARQUE 1. Que l’on calcule la limite (5) pour le domaine {2 
ou pour son adhérence Q, le résultat est le même, car Q — Q +7, 
où [est la frontière de & supposée différentiable pär morceaux. 
Or, ml = 0 (cf. $ 2, plus bas). 

REMARQUE 2. Si la limite (5), c’est-à-dire l'intégrale multiple 


| f d@ existe, alors la fonction f (æ) est bornée sur Q (1f (x) I'M). 


A 
La démonstration est la même que pour une intégrale définie sim- 


ple. 
REMARQUE 3. Si max d (Q;) — 0, alors la somme des mesures 
des parties Q ; contiguës à la frontière l' tend aussi vers 0: 


>'mQ,— 0. 


Le symbole ” signifie que la somme s’étend aux parties S; con- 
tiguës à F. 

Si l’on quadrille le domaine { comme sur la figure 27, on peut 
écrire : 


R=) 0,+3"0, 


« ? Lé 4 Q # _e à: 7 
où la somme D, est étendue aux carrés complets (intérieurs à {?) 
# # e 
et la somme D\° aux carrés incomplets. 
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Le fait important, c'est que la 
mesure de la deuxième somme tend 
vers O0 lorsque Ia diagonale des 
carrés du réseau tend vers 0: 


DE 
REMARQUE 4. Il résulte des re- 
marques précédentes que 
D" E)m0,|< DM ma, 
= M D'mQ, 


JE 


Fig. 27 


— () 
maxd(42 ;) 0 


Ceci indique que l'intégrale (5) peut être définie comme Ia limite 
de la somme 


nim D fE)mo;= | f(a)de 


maxd(Q ÿ)+0 Q 


étendue seulement aux parties { ; non contiguës à I". 
Nous glissons sur la justification des remarques 1, 2, 3 et 4 qui, 
du reste, découlent immédiatement du $ 2 ci-après. 


$ 2. Généralités sur la théorie de la mesure de Jordan 


On se contentera d'étudier des ensembles à deux dimensions. Soit un plan 
rapporté à un système de coordonnées rectangulaires (Ox, Oy). 
Soient donnés un entier naturel N et deux familles de droites 


z=khk= 0: +1, +2, ...h) y=lh(i= 0, +1, +2, ...), 


h = 2"N, 


définissant sur le plan un réseau constitué de carrés de côté k, qu'on appellera 
h-réseau (fig. 28). Il est clair que lorsqu'on passe de N à N + 1, chaque carré: 
du k-réseau (k — 2) est diviséen quatre carrés égaux de côté — 2-7N-1, 
Soit un ensemble borné ©. Pour un entier naturel W, considérons les en- 
sembles {,, ét ,, définis comme suit: l'ensemble Q 2 est la réunion des carrés 


du k-réseau (4 — 27") entièrement contenus dans & (la partié hachurée de la 
figure 28). On appellera cet ensemble figure intérieure de l'ensemble Q (définie: 
par le k-réseau considéré). Il est possible que 9, soit vide, c’est-à-dire qu'il 
n'existe aucun carré entièrement contenu dans #2. C'est le cas notamment où & 
So is d'un nombre fini de points ouest une portion de courbe différen- 
tiable. 

On appellera le deuxième ensemble Q,, figure extérieure de l'ensemble © 
(définie par le k-réseau considéré). Cet ensemble est la réunion des carrés du. 
hk-réseau contenant au moins un point de f. 

Il est manifeste que L 


492 INTÉGRALES MULTIPLES [CH 3 


et les aires des figures Q,, et Q,, que nous désignerons respectivement par | Gx | 
et | Sy | vérifient l'inégalité 
[Ori<1Ovl W—1,2,..). 
Si 9» est vide, on convient que | Qx | = 0. 
Il est immédiat de voir que 
DCAchc.. cac... chce@cQ,, 
d’où 
IR ISIRISIQIS... <IDI<IDI< IQ 
Donc, 
IOvI<IQwl 

quels que soient les entiers naturels N et M. 


Fig. 28 


Si l’on fixe A, on s'aperçoit que les nombres | Q, | croissent lorsque N 
croît indéfiniment, et restent inférieurs au nombre | @,, |. Donc, 
Jin 1x 1<1Gml. 
Cette limite s'appelle mesure intérieure de l'ensemble Q et se note: 


lim | Qxy | = m;$, 
No 7 


C’est un nombre bien déterminé qui ne dépend pas de N. On a donc 
mQ < | Qy | (M = 1, 2, ...), 
où les nombres | Qy | décroissent de façon monotone lorsque M croît indéfini- 
ment. Donc, il existe la limite 
lim | Qu | >miQ 
Mc 
appelée mesure extérieure de Jordan de l'ensemble Q et notée m,Q. 


Ainsi, tout ensemble borné Q du plan possède une mesure intérieure m;Q et 


une mesure extérieure m,Q. Ces mesures sont des nombres positifs tels que m;0 < 
<< meQ. 
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Si l'égalité est réalisée, on dit que l’ensemble Q est mesurable-Jordan et le 
nombre 
mQ = m,Q = m,Q 


est appelé mesure de Jordan de l'ensemble €. 
La mesure de Jordan sera appelée tout simplement mesure 1), 
Donc, un ensemble @ est mesurable-Jordan si 


lim [Qn1= lim |[Qxrl|. (1) 
No — N 00 


Soit L la frontière d’un ensemble Q (T = FrQ@). Pour obtenir les carrés du 
réseau qui recouvrent J,ouce qui: est équivalent, pour obtenir la figure recou- 
vrant I' (cf. fig. 28) il faut soustraire (au sens ensembliste) la figure Q,7 de la 


figure Q,, et considérer l’adhérence de l’ensemble obtenu: 
Tn=QGn @n. 
Il est évident que l'aire de T'} est égale à 
ITwi=l On 1—1Qnl. 

De (1) il s'ensuit que 

lim [[nw|= lim |[Qwy1— lim [| QRy|—0. (2) 

No Nc No — 
Réciproquement, de l'égalité 


N—00 


on déduit (1), puisque ces limites existent. Ceci exprime que Q est mesurable. 
Signalons que la limite (3) est la mesure extérieure de TV, c’est-à-dire que 


4 mel = (0. 
Or, 0 m7 < m,T, donc 
m;r = mel —= 0. 


Nous venons de prouver une importante proposition: pour qu'un ensemble 
Q du plan soit mesurable-Jordan, il est nécessaire et suffisant que sa frontière soit de 
mesure nulle (ml = 0). 

On montrera plus bas qu’une courbe différentiable par morceaux est de me- 
sure nulle. Donc, un domaine Q dont la frontière est différentiable par morceaux 
est mesurable-Jordan. ‘: 

Voyons quelques exemples. 

EXEMPLE 1. Un ensemble Q@ composé d’un seul point est de 2-mesure nulle 
(mQ — 0). Ce point appartient au plus à quatre carrés du k-réseau, dont l'aire 
totale tend vers O0 pour W — œ. Donc, m,Q — 0. Or, 0 < m,Q < m,Q@ et par 
suite m,Q = m,fù = mQ = 0, | 

EXEMPLE 2, Toute courbe continue T (fig. 29) y = f (x) (a < z < b) est de 
2-mesure nulle (mT = 0). | | 

En eïfet, la fonction f étant uniformément continue sur [a, b}, pour tout 
e > 0 on peut exhiber un ô = 0 tel que [| f (x”) — f (x'} | << 8 quels que soient 
z', x” € la, b] vérifiant l'inégalité | x’ — x" | < ô. Le nombre 6 = 0 trouvé 
peut être diminué à loisir. On admettra que à  #. Soit un h-réseau tel que 


h— 2N 6. 


Considérons une colonne de carrés de ce réseau contenant des points de FT. La 
hauteur de cette colonne est inférieure à € + 2h (sur la figure 29, où € — 2h, 


1) Il existe une autre mesure très importante en mathématiques, la mesure 
de Lebesgue. Henri Lebesgue, mathématicien français (1875-1941). 
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la colonne hachurée comprend 4 carrés contenant des points de T et e + 2h — 
— 4h) et son aire est inférieure à (8 + 2h) h. L'aire totale des carrés recouvrant 


[' est 
(e + 2h) à À —(£s+ 2h) KLBEK, 


e : est la longueur d’un segment à extrémités entières contenant l'intervalle 
a, b]. 
Ceci montre que l'aire totale | l'y | des carrés recouvrant la courbe T peut 
être, pour N assez grand, rendue plus petite qu’un nombre strictement positif, 


IN 
\ 


- =mm—— 


pÜto) pff2) pri) n: 
Fig, 29 Fig. 30 


arbitrairement petit, donné à l'avance. Donc, la mesure extérieure de J', et 
a fortiori la mesure intérieure, est nulle. Par conséquent, 


mT = 0, 
Comme la somme d'un nombre fini d'ensembles de mesure nulle est visible- 
ment de mesure nulle, il résulte de l'exemple 1 que La 2-mesure d'un ensemble 


composé d'un nombre jini de points est nulle. 
De l'exemple 2 il s'ensuit que La courbe différentiable 


c=qplt)}, y—vp(t) (El, b} (4) 


est de 2-mesure nulle (fig. 30). | 
En effet, si l'est une courbe différentiable, alors l'intervalle [a, b] pout 
être subdivisé en un nombre fini d’intervalles par les points 

ab <<... Ki, = bd F 


de telle sorte que sur chaque intervalle partiel [t;, tj+1] l'on puisse résoudre l'une 
des équations (&) par rapport à £ et la porter dans l'autre. On trouve en défini- 
tive que la portion correspondante l'; de Test définie soit par une équation de 


la forme | 
y={f(z), zEle, al, 
soit par une équation de la forme 7 


z= £g(y), yelr, gl, = 


où les fonctions f et g sont continues sur Les intervalles considérés. Maïs on sit 
de l'exemple 2 que | 
mr; — 0 G — 1 _+ +7 r). 
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Donc, ml = 0, puisque l'est la somme d'un nombre fini de portions VE 
| | 
FT = Ty 
J=1 
de mesure nulle chacune. 
Signalons que si deux ensembles Q. et &, sont mesurables, il en est de même de 
leur somme Q. + @,, de leur différence QG, X Q, et de leur intersection Q: f} (a. 


L(Q@) T2(Q) 


Fig. 3f Fig. 32 


En effet, soit T'(Æ) la frontière de l'ensemble £. La figure 31 représente 
deux ensembles (2, et Q,. Il est évident que 


T'(Q, +0) € T(Q:)+T (Q2), 
T(@, X 9) © F (91) +T (Ge), (9) 
ran2)er(a,)+r (0). 

Si Q, et ©, sont mesurables, alors ml (Q,) — 0, ml (Q@,) = 0. Donc, les 
mesures des premiers membres de (5) sont nulles, ce qui montre que les ensem- 
bles Q, + Q,, Q; X @,, Q, N @, sont mesurables. 

Nous avons utilisé une propriété évidente de la mesure. Si un ensemble ©& 


est de mesure nulle, il en est de même de l’une quelconque de ses parties. 
Enfin, si @1l et Q? sont des ensembles mesurables n’ayant en commun que 


leurs frontières, alors | 
m (Q1 + Q2) = mQLl + mQ, (6) 
En effet (fig. 32), _ 


QY+0$ (OH O)x C (OEM) y € OX +07, 
et comme 
Zlim |[@L|— lim [O4 |—mQt, 
— Ie | el N | 
lim |Q3,— lim | 9, |—=mOQ?, 
‘il est évident que 
lim |(Q1+@)y [= lim | QTF@)y | =mQ1+ me, 
No ——— ‘Nc 
ce qui prouve (6). . 
Signalons que si un domaine Q est mesurablé, sa mesure de Jordan est égale 


à celle de son adhérence : 
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: Q = Q + T, où Fest la frontière de Q, et mQ = mQ + ml, où 
mi — U, 

EXEMPLE 3, L'ensemble & de tous les nombres rationnels de l’intervalle 
[0, 1] n’est pas mesurable-Jordan: m;o0 = 0, m,w = 1, 

La théorie de la mesure de Jordan est identique en dimension trois. On 
considère maintenant un système de coordonnées rectangulaires (Oz, Oy, Or) et 
trois familles de plans parallèles : 


z= kh (k = 0, +1, +2, ...), 
y= th  (—=0, +1, +2, ...), 
2= mh (m = 0, +1, +2, ...), 
qui partagent l’espace en cubes d'arête h — 27 (N — 1,2, ...). On appellera 


cette partition de l’espace hk-réseau (de dimension trois). 
Soit Q@ un ensemble borné de points de l’espace. Désignons par @,, la figure 


intérieure de Q, c'est-à-dire l'ensemble de tous les cubes du réseau entièrement 


contenus dans Q, et par Om la figure extérieure de Q, c’est-à-dire l’ensemble des 
cubes contenant chacun au moins un point de {. 
‘On établit de nouveau que 


Doc c...c, 


0:90, 0.-:.:20, 
d'où 


et 
On 1 < IQ, 
quels que soient les entiers naturels NW et 4. D'où l'existence des limites 
lim |Qy|< lim |[Qy|. 
No N 00 
La première limite s'appelle mesure intérieure de Q: 
m;Q = lim | Où Le 
No 
la seconde, mesure extérieure de Q: 
meQ= lim |Qy|. 
N-—00 
Donc, 


Si 


mg < m0. 


mR = mQ = mQ, 


on dit que l’ensemble Q est mesurable-Jordan et le nombre m est sa 3-mesure, 

En raisonnant comme pour les égalités (1}, (2) et (3), on démontre qu'un 
ensemble est mesurable en dimension trois si et seulement si sa frontière est 
de 3-mesure nulle. 

Nous ne formulerons pas les autres propriétés des ensembles mesurables, 
celles-ci étant les mêmes qu'en dimension deux. . 

Nous allons simplement voir pourquoi une surface différentiable par mor- 
ceaux est de 3-mesure nulle. Cette surface est constituée d'un nombre fini de 
morceaux $ n'ayant en commun que leurs extrémités, définis chacun par une 
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équation 


z = f (x, y) ((z, y) € g), 


où g est l’adhérence d’un domaine borné du plan. Donnons-nous & > 0 et choi- 


sissons Ô > 0 tel que 
fes y)—f@R", y)1l<e 
jour tous les points (x’, y’), (z”, y") € g séparés par une distance inférieure à 


LG", y) — @" y) 1 < 6. 


Supposons que ô << £ et considérons un k-réseau avec k = 27N < 6, Soit une 
colonne de cubes du réseau, contenant des points de S. Sa hauteur est inférieure à 
eg + 2h et son volume, à (€ + 2h) k?2. Le volume total de telles colonnes est 


(e+ 2h) #2. = (84-22) K < %K. a} 


K est l’aire d’un carré A recouvrant g et dont les coordonnées des sommets sont 
entières. Donc, ses sommets sont situés dans les plans du réseau considéré. Le 
a de (7) peut être rendu aussi petit que l’on veut, par conséquent 
mS = 0, Le 

On peut par analogie introduire la notion de mesure r-dimensionnelle pour 
les ensembles de À, et prouver qu’une surface différentiable de R, est de mesure 
a-dimensionnelle nulle. | 


$ 3. Propriétés des intégrales multiples. 
; Théorèmes d'existence 


Dans la suite, {\ {, et Q, seront des domaines à frontière diffé- 
rentiable par morceaux (ou à la rigueur des ensembles mesurables- 


Jordan). 
On a la relation 


jde= [1.42 = m0. (1) 
Q Q 


Cette égalité est évidente. Pour calculer l'intégrale (1) il faut subdi- 
viser le domaine 9 en surfaces différentia- 
bles par morceaux : 


N 
Q — > (2, 
.k=1 


n'ayant en commun que leurs frontières 
(fig. 33), et tenir compte du fait que 


N N 
D 1A-mQ, = > mQ, — mA. 
k=1 Rk=1 
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Donc 


N 
lim >) mQ, — m. 
maxd(Q,)-0 k=1 
La formule (1) nous permet de calculer l’aire (en dimension deux) 
et le volume (en dimension z = 3) de Q. Dans le cas de l’espace R,, 
la formule (1) donne la n-mesure de Q. 
ENous verrons dans la suite que le calcul de l'intégrale (1)et de 


l'intégrale plus générale | f dæ peut se ramener à celui d’intégrales 


re 
à une dimension (cî. $ 4). 
On admet sans le mentionner expressément l’existence des inté- 


grales des fonctions f (æ), p (x), | f (x) | envisagées dans la suite. 
On a 


ea 


[AS (@)+Bo(ahdr= 4 |f(a)de+Blp(ade, (2 
Q 2 


où À et B sont des constantes. 
Si l'on partage un domaine Q à frontière différentiable par moOr- 
ceaux en parties mesurables Q, et Q, (Q — Q, + Q,), alors 


|ida= | jda+ | jéx (3) 
a S21 © 
Si 
fR)<PG&) &ES), (4) 
alors 
À F6) de € | q{x) à. E 
€ Q 
Comme 


— Lf@) IKf(@)< TIF() |, 


on trouve en vertu de (2) (pour À = —1et B = 0) que 
—|ifa)idr< jade < |1f(x) liée, 
Fe Q el | 
autrement dit 


| f@dzl< [if de. (&) 
Q Q 


De (6) il s'ensuit notamment que si 


If@ISM (&EQ), (7) 
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où M est une constante, alors 


hl f (x) dæ| < | M dæ=M | dæ= Mme. (8) 
© Q 2 


On a le théorème d'existence (voir démonstration au $ 5), 


Tug£orëmMe 1. Si une fonction f (x) est continue sur l'adhérence Q 
d'un domaine borné { à frontière différentiable par morceaux, alors 


elle est intégrable sur Q et sur Q et en outre 
À f(æ)dæ= | f(x) da. (9) 
R Q 


À noter que 


jfd= | jde+ | fax | fàr+0= (jade, 
à \Q r pe n 


À 


où Test la frontière de Q. La frontière T' est par hypothèse diffé- 
rentiable par morceaux. Donc, ml = 0 et par suite 


j fdæ=0. 


r” 


Formulons un théorème d'existence plus général. 


Tusoreme 2. Si une fonction f (x) est bornée sur l'adhérence Q 
d'un domaine borné Q ayant une frontière différentiable par morceaux 
et y est continue partout sauf sur un ensemble de mesure nulle, alors 


elle est intégrable sur Q et Q et vérifie l'égalité (9). 
Signalons encore un théorème. 


THÉORÈME 3 (DE LA MOYENNE). Si une jonction f (x) est.continue 
sur l'adhérence Q d'un domaine Q, que nous supposerons connexe |), 
alors il existe un point x° (x° € Q) tel que 


| f(x) de = f (x?) mQ. (10) 
a 


DÉMONSTRATION. La fonction f étant par AyporAee continue 


sur l’ensemble fermé borné Q, il existe des points æ! et x? de Q en 
lesquels elle passe par son minimum et par son maximum : 


fa)<f(x)<f(@), VreQ. 


1} On dit d’un seenible E qu'il est connexe s'il ant deux quelconques 
de ses points avec la courbe continue qui les joint. 


9—0687 
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En intégrant cette double inégalité sur Q, on obtient 
| f (at) de < <| f(x) dr < < | f (a?) dx 
ee Es] 


O1! 


f(x!) mo | f(x) dx < f(a°) m0. (11) 
{2 


De la double inégalité _ il s'ensuit que le nombre 


C=— | Jde (mQ 0) 


est encadré par le minimum f(&) et le maximum f(x?) de la fonc- 


tion f. L'ensemble Q étant connexe, il existe une courbe continue 


r (t) 7 (Ps (£), Pa (t), . ss Pr (£)), ES << La, 


entièrement contenue dans Q, qui relie les points x!, &°, c'est-à-dire 
telle que 
r()=x, rt) = 2. 
La fonction 
F()=flr G)1= jf (qu (6), ..., n (6) 


est continue sur l'intervalle [4,, #,] (en tant que composée de fonr- 
tions continués) et prend aux bornes de cet intervalle les valeurs 


F)=f(@), Ft) =f({&). 


Le théorème des valeurs intermédiaires appliqué à la fonction F (f) 
nous dit qu'il existe un #4 € [f,, t,] tel qu’au point æ° = r (t;) l'on 


ait 
F (to) = fr (ol = f (@°) = °C, 


ce qui prouve (10). 
REMARQUE. Le nombre f (x°) de (10) s'appelle valeur moyenne 
de la fonction continue f sur le domaine Q- 


$ 4. Intégrale fonction d’un paramètre. Réduction 
d’une intégrale multiple à une intégrale itérée 
Soit l'intégrale 
a 
F()= | 1(æ, y) dy, (1) 


C 


où la fonction j (x, y) est définie sur le rectangle 
A = [a, b] X [e, dl, (2) 
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c'est-à-dire sur un ensemble de points (x, y) tels que 
z Ela, db}, yEle, dl) (a << b, ce di). 


L'intégration a lieu par rapport à y. Mais comme l’intégrant dépend 
aussi de x, l'intégrale (1) est une fonction de x. 
On dit que l'intégrale (1) est une fonction du paramètre x. 


TagorëMe 1. Si une fonction f (x, y) est continue sur le rectangle 
À, il en est de même de la fonction F (x) sur l'intervalle [a, b]. 
DEMONSTRATION. On a 
ä 


Fa+h)—F(o= 14h, y)— f(x, y) dy 


C 
(x, z+hEla, b]). 
La fonction f étant continue sur l’ensemble fermé borné A, elle 


l'est uniformément sur A. Donc, pour tout e => O on peut exhiber 
un Ô = 0 tel que 


f+h p—f(e pl< 


pour tous les (x, y), (x + k, y) € À, pourvu que | À [<< ô. Donc 
d 


F+R)—F (1 < | 


€ 


8 le 
dr The do 
ce qui prouve le théorème. 


TasorëèMe 2. L'intégrale itérée 


b b d 
fFG@)ae= (ax |f(e, y) dy (3) 


existe dans les hypothèses du théorème 1. 
En effet, la fonction F (x) est intégrable sur [a, b], car continue. 


THaéorëME 3. Dans les hypothèses du théorème 1, on a 
d 


ire pda dy | ae À 5e. bave éf rt y) dx. (4) 


A C 


Le premier membre de (4) est une intégrale double d’une fonction 
continue sur l’ensemble fermé A à frontière différentiable par mor- 
ceaux. Cette intégrale.existe (cf. $ 5 plus bas). Les intégrales itérées 
des deux autres membres existent également d’après le théorème 2. 

Le théorème 3 affirme l'égalité de ces trois intégrales. Ainsi, 
le calcul de l’intégrale multiple se ramène à celui d’intégrales sim- 
ples par rapport à chacune des variables x et y. 


9* 
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DÉMONSTRATION. Partageons les côtés de À en N parties égales: 
G = Lg LT .... < TN == b,. 
C—= yg LL ee. KYN TT d, 


et menons par les points de cette subdivision des droites parallèles à Oz et à 
Oy. Ge faisant, on partage À en rectangles A,, égaux: | 


N-1N-1 . 


A= 3 ZX âu 


Ah —= {7h KZ K Lh+jo Yi < y < U+1} 


et 
b d N—-1%ks1 d 
Fas(se mare 3 À ali nav 
a C k=0 %xg C 

N—1%kes  N—1 Vi N1N-1 Tk4s Vi 

= ÿ À dx | f& pau » Ÿ | 2 | f(x, y) dy — 
kR=0 Xp 0 7 kR=0 1=0 Xe U} 
N-1N-1 Vis N-1N-1 | 
=D D (ie naram- D 3 HEn maman is 


(Zr KER L'Thsn UK MS Ul+1)- 


Fh+l 
Nous avons appliqué le théorème de la moyenne d'abord à l'intégrale : 
TR 
Vis 
par rapport à +, de la fonction À f(x, y)dy et ensuite à l'intégrale 
VU} 


Vis 


f (Ëk y) dy. 


y 
Nous avons prouvé que l'intégrale itérée du premier membre de (5) pout 


être traitée comme la somme de Riemann de l'intégrale double À À Î dr dy. 


Passons maintenant à la limite pour N —+ dans (5). Le premier membre 
de (5) est un nombre bien déterminé (ne dépendant pas de N), le second membre 
tend, pour N — , vers l’intégrale double de f étendue à À (si cette intégrale 
double existe, elle est la limite de toute somme de Riemann). Donc, 


b 


EE Îrte jay= | jas ay, 
A 


& . € 
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ce qui prouve la première égalité (4). La deuxième égalité s'établit de façon 
analogue, 

Soit dans un plan rapporté à un système de coordonnées rectan- : 
gulaires (Ox, Oy) un domaine borné par les courbes différentiables 
(fig. 34) 

y—= px), y =vd(x), xE€ la, bl, y=4(x) 
où 
p(t)<Y(x), ze la, b]. 

Soit donnée une fonction f (x, y) 
continue sur l’adhérence Q de Q. Pour 
calculer l’intégrale double de f (x, y) 
sur le domaine {2 (ouce qui revient 


au même sur Q) on utilise la méthode AS 
suivante : on intègre d’abord la fonc- | 
tion f (x, y) par rapport à la variable Fig. 34 


y entre y = (x) et y — v(x), en 
traitant æ comme une constante, puis 
on intègre le résultat obtenu par rapport à x sur l'intervalle la, bf: 


b dx) 
(fe nardy= | dx | it pay. (6) 
Le a (x) 


La relation (6) a été prouvée plus haut (cf. théorème 3) dans 
le cas où Q est un‘rectangle dont les côtés sont parallèles aux axes de 
coordonnées. Dans le cas général elle se justifie par des raisonne- 
ments analogues. 

EXEMPLE 1. Calculer l'aire de l’ellipse 


rie { (@, b>0). 


Par abus de langage on shell ellipse l’ensemble des points 
(x, y) tels que & + à Er < < 1. Par le même abus de io on 


ee ellipsoïde l’ ensemble des points (x, y, 2) tels que — + 
+E D2 +E & 1: 


SozuTion. Le domaine Q envisagé est borné inférieurément par 
la courbe 


ÿ= ar à BE (—a<x<a) 
et supérieurement par la courbe 


Œ —_—__— 
y= 2 y a (—a<Sr<a). 
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L'aire cherchée vaut 


a TV 13 
me = (| dx dy— | dx À dy= + | Var dr 
. TS 2 Var . 


LONE 


a É 
=? | Va dx =(x—asin6, dx —acos0 db) — 
0 


a 
ñ/2 


/2 
— 4b À Va — a? sin? 6 cos 0 d0 — 4ab | cos? 0 d8 — 
Ô 0 
2 
/2 


= ab | 140820 48 —2a p[o+2%1 | 
0 


= 2ab.— = nab, 


ExEMPLE 2. Calculer l’aire de la figure limitée par la parabole 
— 4° et la droite y — 4° (fig. 35). 


On a 
a a 
mQ — [Ja 2f af es j Via ge 


La méthode de calcul des intégrales multiples par réduction à 
des intégrales simples est utilisée dans des espaces de dimension 
quelconque. Illustrons ceci par quelques 


y ] 
2? exemples. 


ExemPze 3. On demande le volume de 
l'ellipsoïde Q 


r? y2 22 
er Abe << { (a, b, c>0). 
La résolution de l'équation 


2 y? zè 
etat 


c? 


| par rapport à z nous donne deux fonc- 
Fig. 35 tions continues 


z= + 2 PE EE 


définies sur un ensemble w de points (x, y) tels que 


x? PTE 
mm 
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Le volume de Q est égal à l'intégrale triple 


V=mQ— 4 dx dy dz. 
en 


Pour le calculer, il faut ER la fonction unité Le Rp à Z 


entre z — EE x 75 €t 2=c 1-5 ——; pour tout 
@ a? 


point (x, y)E «. Le résultat, ui est une fonction de x et de y, 
doit être intégré sur &: 


*}2] dr dy dz= | | ax dy { Se 
a LÉ 


a 


a a — 
2 2 
2e | à . V/1-5-% ay. 
8 = ai-x2 
LÀ 


La dernière relation résulte de la formule (6). Les calculs ultérieurs 
ne requièrent que la maîtrise des techniques d’intégration : 


— Va? x? 
8 { 2 __ 72) y2 
V= —\dz \ -(a— x?) — y? dy = 
0 Ô 
8 a n/2 à 
= (y = —Va—zsin t) = | dr À À (a? — 22) cos? + dt — 
0 0 
8b k Fe 
C IT T 
= + |(-st)dr; | cost dt +. 
1) 0 
Finalement 
= 2èe air = abc. 


ExemPpre 4. On demande le volume du tronc de paraboloïde 
de révolution Q: x° + y*< 2< a (fig. 36). 


{38 INTÉGRALES MULTIPLES [CH 


Comme dans l’exempie 3, on a 


aè 


ma [If ae dy ds JF dr ay | dz, 


x2+7y2 
où « est un ensemble de points (x, y) tels que 2?+y?<af?. 


Fig. 36 


On a par ailleurs 


Vas 
mQ= (Tara dr dy À de | (a) ày = 
à . Vas 


—« 


LR > 


a Vaz=x2 8 a 
=4 | dr (ar y) dy = + | (ar 2) dr = 
0 0 () 
Sas € Bai À ÿ 1-Lcos 2? |? | 
=(z=asint)=% | costi dt = + (RE) di = 
.. 0 0 
. : PR ” r/2 | : ’ ñ/2 
=, = + = | cos? 2t dt = = + À (1 + cos 4t) dt — 
0 0 
Tai nai __ sat 
on 


ExemPLe 9. Trouver le volume du solide Q limité par les para- 
boloïdes de révolution 2° + y = z.et z = 2 (x* + y*) et par Jes 
cylindres y — V' x et y — 2°? (fig. 37). 
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La figure Q est découpée par les surfaces cylindriques y = x 
et y — x? sur les paraboloïdes de révolution. Elle est limitée infé- 
rieurement par un morceau de la surface z — x? + y? et supérieure- 
ment par-un morceau de paraboloïde de révolution z = 2 (x? + y?). 
La projection de Q sur le plan (0x, Oy) est un ensemble o de points 
(x, y) dont les coordonnées vérifient les doubles inégalités: 0< 


Lai, PEyLVx. 


Donc 
| | 2{æ2+- y?) 
Q — _ (leu = 
m ds j] dx dy 4. dz [] (2? + y?) dx dy 
= | a À eu dy = Î[æ (Va a) + (252 — 26) | ar = 
0 


Revenons à l'intégrale (1) fonction d'un paramètre. 
THsorëeME 4. Si une fonction f (x, y) est continue et possède une 
dérivée continue f, sur le rectangle. 


À = [a, b] X [e, dl, 
alors la fonction 
d 


F(a)= Ÿf(e, y) dy 


C 
est dérivable sur la, b] ét de plus 


d 


F'(x)= fit, 1) dy. (D 


€ 


à & 
D£MONSTRATION. Il nous faut prouver que 


a se GE) 
Ax—+0 


=i fe (x, y) dy. (5) 


La formule de Newton-Leibniz 


# k 


pa+h)—p(a= | (e+u) du 
5 : .0 
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nous donne 


A=|#@ Te y) dy|= jee ay res y) dy | 


d 


CET una) fre pale 


C 
» 


=| Enr (z+u, y) — f(x, y)] du dy |. 
ë û 


Etant continue sur À, la fonction fX (x, y) y est uniformément conti- 
nue, et par suite 


[fx (&, y) —f(r+u, y)1<e 
dès que | u | | Ax | << 6, quel que soit (x, y) € A. Donc 


d Ax 
A<[ || e du |dy—e(d—c) 
€ 0 


pour | Ax | << 6. Ce qui prouve l'égalité (8) et partant (7). 
Considérons une intégrale de forme plus générale que (1): 


dx) 
F(a)= À fe, 9) dy, (9) 
px) 
où p (x) et Ÿ (x) sont des fonctions continues sur [a, b] telles que 
px) <vb(z), zEla, b}, 
et f (x, y), une fonction continue pour tous les points (x, y) tels que 
ar, pr) LKy<Ÿ (x). 
Montrons que sous les hypothèses mentionnées, Ia fonction 
F (x) est continue sur [a, b]. 
En effet, soit la substitution 
y=pér)+ulp(x) — p()l, x Ella, bl. (10) 
Pour u = 0 on a y = px), pour u = 1, y ="V%(x) et dy — 
= [b (x) — op (x)] du (x est traité comme une constante dans cette 
substitution de u à y). Donc 


1 
F(a)=lp(o—g(@) | fe, pU)+ultp()—p()d. (41) 
) 


Le facteur 4 (x) — (x) est une fonction continue de zx € la, b]; 
l'intégrant est une fonction continue du point (x, u) appartenant 
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au rectangle [a, b] x [0, 11. Donc, cette intégrale est une fonction 
continue sur [a, b] en vertu du théorème 1. La fonction F (x) est 
aussi continue sur [a, b] en tant que produit de deux fonctions 
continues. 


Tusoreme 5. Si une fonction f (x, y) est continue avec sa dérivée 
partielle jf; sur 


= {a<Kz<b, pG)<y<Ÿ()} 
et si les fonctions w, ÿ sont continues avec leurs dérivées @', 7% sur la, b}, 
alors la fonction (9) est dérivable et 
px) 
F'(= | fe natv ft vo fe). (2 
px) 


DÉMONSTRATION. Soit la fonction auxiliaire 
v 


T(x,u, v) = | f(x, y) dy 

u 
définie sur l’ensemble { a z< b, (x) u< v< 7% (x)}. Le théo- 
rème 4 nous dit que 


Là 


0 

=|\f (x, y) dy. 

u 

La règle de dérivation d’une intégrale à borne d'intégration variable 
nous donne 


oI ôI 
fu), == —f(xu). 
D'autre part, F (x) — T'Îx, q ss : (x)]. Donc 
dF _61(x, px), p(x)] ; 911.. _OTT...] dÿ 
"dr 0x . Our no on — ôv de 
Y(x) 
= |fau LA e, pp (2) + f(, (x) V' (), 
(x) 
c.q.f.d. k 


EXEMPLE 6. Trouver la dérivée de la fonction 


x 


F (x) = | sin (2? + y?) dy. 


En. vertu de (12), on a à 


F'(æ) = | cos (x? + y?)-2x dy +{-sin Ce sin (2? + x“). 


x2 
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$ 5. Démonstration de l'existence de l’intégrale 
d'une fonction continue 


Soit donnée une fonction continue / (x) sur un ensemble fermé borné u de 
l'espace R,. On admet que m@ = 0. Considérons deux subdivisions p et ” du 
domaine Q en parties ou 


Q=— d Qx, — Ù Q; 
: ki 
et définissons les ne de Riemann qui a pe respectivement attachées: 


2 { (6?) mp (Er — E, | “…s £?) € Qx), 


= 5 f(nhmQ  (n=(nt, …., ne 0). 
Désignons l'intersection de Q, et de Q; par. 
Op N 7 . 


Il est évident que 
| NM 
Sp= >, 1) D mou 
R=1 I=1 


M N 
Sy= Di fn) 2} mou 
= 1 k=i 


N M 
>. > f (&) mt 
k=1Â 1=1 

N M 


.{ (nt) mor, 
1 
Donc. 


N M 
Sp < D D FE) (m0) 1 MO < D 1 FE) 7 (nl) 1mOu, 


k=1 11 | 
où la somme » est étendue à des ensembles Q,, non vides (en effet, si Q,; 
étaient vides, ils seraient de mesure nulle). 


Etant continue sur l'ensemble fermé borné Q, la fonction f (æ) y est uni- 
formément continue, donc pour tout e> 0 on ee exhiber un Ô = 0 tel que 


HO OISE 


quels que Soient z',æ”" € Q tels que 


jæ — zx" < Ô. 
On admettra que les subdivisions p et p’ sont telles que le diamètre de 4, et 
: est inférieur à Ô : 
d(Q;) <Ô, à (Q;) < 6. (1) 


Donc, sur l’ensemble non vide Q,; on a 


LÉ C2) End) = If (82) — Ÿ AI) GA) — An I & 11 (82) —f AA) + 
HO ES IC UE =renereret 
ou 


Né (A, ..., AA) 
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est un point de @,,. Sous l'hypothèse on a alors 
[So —S, 1< D 5 MS D MO = .«mQ—£8. (5) 


On démontre que ceci entraîne l'existence de l'intégrale de f sur ©. 
En effet, soit une suite de subdivisions 


Mi 
pt: S'Oi=Q (1—1,2, ...) 
telles que 
max d(Q5) —> 0. (3) 
3 +00 


En vertu des propriétés (1) et (2) pour tout 8 > 0 il existe un W tel que 
IS i—S ml <e (,m>N). 
Le critère de Cauchy affirme alors l’existence de la limite 
Si 
Cette limite est InOSpendAnte de la suite p{ vérifiant (3). En effet, si l’on 
admet que pOur une suite p/ ,on a 


ns S À ne SE I, 
alors la suite de es 
pi 017 0%, 07, p$, 
remplirait la condition (3), et la suite de sommes de Riemann 
‘ S 1 S 1 S par S yavr S pa: .. 


ne tendrait vers aucune:limite, ce qui contredit l'inégalité (2). 
Si mQ = 0, alors l'intégrale de f sur { existe et est égale à 0. 


$ 6. Changement de variables. Cas élémentaire 
Montrons comment se modifie l'intégrale 
(Dre a) dede, (1) 
Q” 
si l’on effectue le changement de variables 
Z, = ats + bts, a db 
es. C #0). (2) 
re CP 2 


On admettra que Q° est un domaine dont la frontière [” est dif- 
férentiable par morceaux (fig.‘38). 

La réciproque de la transformation (2) envoie Q’ dans un domaine 
Q du plan (Ox;, Ox;) dont la frontière T est différentiable par mor- 
ceaux (fig. 39). Ceci étant, sur le domaine Q est définie la fonction 


F (es, Ze) = f (ax + br, cts + dx), (ti, Le) € Q. 
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Considérons dans le plan (Ox,, Ox,) un réseau orthogonal de carrés A 
de côté h. L'image de ce réseau par l'application (2) est un résenu 
oblique qui partage le plan (Ox,, Ox;) en parallélogrammes égaux 
(images de A) d’aire (voir justifications plus bas) 
[A'|=IDiIAI=#ID)] (3) 
Ceci définit des subdivisions p et p” des domaines Q et Q’. 


Etudions l'égalité (3) plus en détail. Tout carré A est défini par 
deux vecteurs (k, 0) et (0, ») qui sont supposés issus du sommet in- 


" 


Fig. 38 Fig. 39 


férieur gauche de A. Le premier vecteur est confondu avec la base 
de À, le second, avec le côté vertical. Les images de ces vecteurs par 
l'application (2) sont les vecteurs (ah, ch), (bh, dh), côtés du paral- 
lélogramme A”. On sait que *) l'aire de A” est égale à 

ah ch 


—n2 
bh ME LE 


Peu 


On a 
So (=D fes 2) A = DEF &)]DITAI=S,(IDIF) (4) 
((cs Ta) € À, Ge x) € A”). 
On admet que la deuxième somme est étendue uniquement aix 
carrés complets À & Q et la première somme, respectivement aux 
parallélogrammes complets A”, images de A (cf. remarque 4 du 


$ 1). En passant à la limite dans (4) pour k —+ 0, on obtient la for- 
mule 


Jift x!) dx! dx! = ji Fa, )|Dldr dr, = 
Q" a 
—|DITTF(x, a)drde. (5) 
[eo] 
1) Voir tome I, chap. 10, $ 12. 
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On peut admettre que la fonction f est continue sur Q”, donc il 
en sera de même de la fonction F sur Q. Ce résultat est valable 
dans le cas où j est bornée sur Q° et continue partout sur Q”, sauf 
sur un ensemble de mesure nulle. 

Dans le paragraphe suivant on donne une formule générale de 
changement des variables dans les intégrales multiples. 


$ 7. Changement de variables. Cas général 


On se place tout d’abord en dimension deux. Soient 


[a er 2 
Ts = 1 (ti, Ta); 


deux fonctions possédant des dérivées continues sur l’adhérence Q 
d'un domaine Q dont la frontière est différentiable par morceaux. 
On admettra que ({) est une application bijective de Q sur un 
domaine Q” dont la frontière est différentiable par morceaux. 


On se donne une fonction f (x') continue sur 9” ou bornée sur Q” 
et continue partout sauf sur ‘un ensemble de mesure nulle. 

Dans ces hypothèses, la formule (5) du $ 6 de changement des 
variables reste valable, mais le déterminant D est le jacobien 


(x1, 22) EG, (1} 


09 0 
__ Dix %) _| 07 0% ' 
DE) ee) |æ a [70 
07; ÔTo 


JU fees apdui di || flots 2)b (es 22) | D(a) dr: dus. (2) 
ç 


Q’ 


du $ 6 peut être traité comme le jacobien 


b 
d 


a 
Le déterminant : 


du système linéaire 
x! = TX —- bx x: = CT + dx 
1 1 25 2 1 2° 


En dimension trois, la formule de changement des variables a 
l'aspect suivant : 


[TS f(x,, 2, +.) dx, dx, dx, = 


Q’ 


= [\! AL (x, Los T3); Ÿ (ti: Lo, Ta), VACZE Ta, T3)] 


pe) 
X|[D(x)| dx, dr, dxs, (3) 
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où 
Ti = (Ts Las Ta) | 
Te ŸTis Tor Ts) (Tu Ta T3) EQ, (4) 
(ts = YX(Z1 To T3); 


sont des fonctions continûäment dérivables sur l’adhérence Q d'un 
domaine QG dont la frontière est difiérentiable par morceaux el 


|0® 29 9 

02: Ô0To ÔTs 

_| 0 6 dv 
D{x)= 0x, Ôts Ôts 
0x 9% 0% 

ÔxZ, ÔTs 03 


On admet que (4) est une application bijective de Q sur Q”’. On ad- 


met toujours que f (x') est continue sur Q° ou bornée et. continue 
partout sur Q”, sauf sur un ensemble de mesure nulle. 


Les figures 40 et 41 représentent des domaines & et @”’ dans les plans (0x, 
Ota) et (0'z;, 0'x;). Le réseau orthogonal qui partage le plan (Oz,, Ox;) en car- 


Fig. 40 Fig. 41 


rés À de côté k se transforme en un réseau curviligne qui partage Q' «n paralli- 
logrammes curvilignes A’. 

... Considérons un carré quelconque À & € (fig. 42). Son image par les appli- 
cations (1) est un parallélogramme A’ (fig. 43). À partir du sommet de À’ de 
coordonnées (x;, x;) on mène les vecteurs tangents aux « côtés » de A’: 


(ne, 5), (LE, 2) 


021 7 87; Ots ?  ÔZa 


(le coefficient angulaire de la tangente à la courbe { A PE ab 


on e To = Ÿ (Lis T4) 

z, fixe est égal à + ] a) . Ces vecteurs remplacent les côtés curvilignes 
| Ar JE L ! 1 f s ni 

de A” à“ un infiniment petit d'ordre surérieur près (lorsque k— 0}. L'air 


puur 
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\ 
du parallélogramme A” construit sur ces vecteurs est égale à 


ôp 8Ÿ 

Ôx ôz; ".|D(x! .æ3) ne 
A" = 2 =— nn taf Re 2 — 2 
ne NC EE 

0%: 0% __. 


On démontre que l’aire du parallélogramme curviligne 4’ est de la forme 


| A [= (D (x) 1 + sa) »?, 


e 


où e, tend vers 0 avec k uniformément pour tous les carrés A. La quantité £\ 


*24  (x1,X2th) 


(x,+4,X)) 


Fig. 42 Fig. 43 


dépend de A et tend vers Cavec hk. Dire que &\ tend uniformément vers 0 avec k 
revient à dire que pour tout € >> 0 on peut exhiber un Ô > 0 tel que 


| ea | << 8, VA, avec h < 6. 


Considérons la somme de Riemann de la fonction f (æ’) attachée à la subdi- 
vision de Q’ de la figure 41. La somme est étendue uniquement aux A° complets, 
c'est-à-dire aux À’ dont l'image réciproque est un carré À entièrement contenu 
dans 4. On a alors 


DÉTAINE DEC (æ), (æ)] [ID (æ)l +eal = 


=) Jp @), Ÿ(æ)]1D (a)lRkè+rn ” | fig (ar p'æ)lD (æ)|dæ, 
AN 


zx’ étant un point arbitraire de À’; x, son image réciproque par (1). Le signe 
>” indique que la somme est étendue aux carrés complets A. Par ailleurs! 


Irnl= |)" flot), p(ahen|<Me D R< Meme 
(M>lf{o(æ) VI), 


d'où il résulte que 
Tn —> 0. 
h—60 
Ce qui prouve la formule (2). 
10—0687 
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$ 8. Système de coordonnées polaires dans le plan 


O étant un point fixe donné appelé pôle et Ox un axe fixe appelé 
axe polaire (fig. 44), tout point À du plan est défini par ses coordon- 


+ 
nées polaires (p, 0), où o — | OA |'est la longueur du rayon vecteur 


MS 
de À et 6 —.(0x, OA), l'angle polaire. 


A 
6 
Q < 


Fig. 44 Fig. 45 


Considérons un système de coordonnées rectangulaires (Ox, Ou) 
dont l’axe Ox est confondu avec l’axe polaire (fig. 45). 
Le système 
Zz = pCOS8, y —=psin0 (1) 


réalise le passage des coordonnées polaires aux coordonnées rectangu- 
laires. Les seconds membres de (1) sont des fonctions continûment 
dérivables, de jacobien 

D{x, y) cosÜ —bosin6 

D(p, 0) ]|sin8 p cos 8 al: 


V 


0. (2) 


L'équation 
p=vp(6) G<6<8;), 


où 1 (8) est une fonction continue sur [6,, 6,1, définit une courbe F 
en coordonnées polaires. 

On admettra que 0 << 6, — 0, < 2x. La courbe FT est telle que 
tout rayon d'angle polaire 0, où 0, < 6 << 6,, la coupe en un point 
(fig. 46). Le. | 

Considérons dañs le plan (Ox, Oy) le domaine Q limité par les 
rayons 0 = 8,, 6 = 6, et par la courbe I”. Sous les hypothèses ci- 
dessus, tout point (x, y) € {à est associé par (1) à un seul couple 
(p, 6), où 8, << 0 << 6,. Soit donnée maintenant sur l’adhérence Q 
de Q une fonction f {x, y) continue ou éventuellement bornée et 
presque partout continue sur Q (i.e. partout sauf sur un ensemble de 
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mesure nulle). On a alors 


| 0a  W(6) 
Î | f(x, y) dx dy = À d0 À f(pcos6, p sin 0) p dp. (3) 
Q Oz Ô 


On s'est servi de la formule (2) du $ 7, puis on a modifié les bor- 
nes d'intégration en conséquence: dans le domaine Q', image de (, 


Y À » À 


74 


Fig. 46 


p varie de 0 à 1 (8) et 6 de 6, à 6. 
ExEMPLE 1. 


2n ‘R 
\ exp (1? + y?) dx dy = À do | exp p°-p dp — 
12 y R2 0 0 
R R? 


=: | exp p? d(p?)—=(u=p?)= 1x | e du = n[eR?— 1]. 
4) 0 


On a utilisé la formule (3). À noter que le domaine défini en 
coordonnées rectangulaires par l'inégalité z? + y? << R? est défini 
en coordonnées polaires par l'inégalité p << RÀ. 

On peut établir la formule (3) directement sans recourir à la 
formule générale (2) du $ 7. 

Partageons le plan (Oz, Oy) en figures élémentaires à l’aide de 
cercles concentriques voisins et de rayons vecteurs (fig. 47). L’aire 
de toute figure élémentaire dite encore élément de surface est égale, 
aux infiniment petits d'ordre supérieur près, à As = o do d8 (la 
ligure hachurée peut approximativement être prise pour un rectangle 
de côtés dp et po dû). Done, 


lim F.0.A0.A6.— 
MS iP;AP A6; jjre 0) p dp dO, 


F (6, 0) = f (p cos 0, p sin 0). 
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EXEMPLE 2. Calculer l'intégrale 


re (| snVrFpardy 


mx VS AN 


En passant aux coordonnées polaires (fig. 48), on obtient 


Fig. 48 
2x 27 21 
1= | | sin p-p dp dô = 2x À p sin p dp = 
0 x a 


27 
= (p=u, sin p dp= dv) =2n | —pcosp| "+ | cosp dp | = 
IT 
= — Gr? +2n sin p [5 — - Gr°. 


$ 9. Système de coordonnées polaires dans l’espace 


Les formules 
x = pcosBcosp, y — pcosBsinp, z—psin6 (1) 


permettent de passer des coordonnées polaires (sphériques) dans l’espace 
aux coordonnées rectangulaires (fig. 49). On pose p = OP, 6 — 


 u , 
— (0M, OP), où M est la projection de P sur le plan x0y, @ — 


— (Oz, OM). 6, æ et p sont Îles coordonnées polaires de 2: œ est 
la longitude, 6 la latitude, p la longueur du rayon vecteur. On peut 
admettre que 0 < @ << 2x et —1x/2 < 0 < x/2. 
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Les fonctions (1) sont continment dérivables et leur jacobien 
est 


cosOcosæ® —pcosGsing —psin6cosp 
= To —=| cos Ô sin p pcosOcosæ —psinO sin |— 
FA sinÔ 0 o cos 0 


æ=picos0. (2) 


Soient a une surface définie en coordonnées polaires par la rela- 
tion p —= 1 (8, æ) ((8, œæ) € ©), où la fonction % (6, y) est continue 
sur l’adhérence du domaine ©, { un 
domaine de l’espace (rapporté à un FA 
système de coordonnées rectangulai- 


bp? 
res (Ox, Oy, Oz)), limité par la surfa- | 
ce © et par le cône de sommet . O dont P 
la directrice est la frontière de o (fig. 
50). Pour la fonction f (x, y, z) con- 8 
> : 


tinue sur Q@, on a alors 


(If f(x, y, z) dx dy dz= 
Fe 


={| de PP É œ) p? cos 8 dp, 
o 


i 
(3) 


où l(p, 8, p) = f (p cos 8 cos p, 6 cos 8 sin æ, p sin 0). On s’est 
servi de la formule générale (3) du $ 7 en tenant compte de (1) et 
de (2). Ici —n/2 < 8 < x/2, donc p° cos 8 > 0. 

Pour obtenir un élément de volume en coordonnées polaires, 
partageons l’espace en parties à l’aide de sphères de centre ©, de 
plans passant par l'axe Oz et de cônes d'axe Oz définis par les angles 
6 et 6 + d8 (fig. 51). Il est immédiat de voir que les éléments ainsi 
obtenus peuvent être traités approximativement comme des parallé- 
lépipèdes rectangles d’arêtes p dO, dp, p cos 6 dp, donc leur volume 
est égal, aux infiniment petits d'ordre supérieur près, à 


Av = p° cos 0 do d6 dv, 


où (p, 9, œ) est un point de l’élément considéré. 
ExEMPLE. Calculer l'intégrale triple 


I= | {| zyz dx dy dz, 
où { est le domaine des points de coordonnées strictement positives, 
limité par les surfaces x = 0, y —0, z=0, x? Ly Lz = 1, 


Fig. 49 
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Fig. 950 Fig. 51 


Considérons les formules (1) de passage aux coordonnées polaires. 
On a0<p<1,0<0< x/2, 0 p< n/2. La formule (3) nous 
donne 

x/2 T/2 


1 1 
I | do | d8 | p5 cos? 8 sin 0 cos g sin p dp = 
0 0 


n/2 T/2 À 

— À — cos y d cos p | — cos? 6 46058 | p ‘dp = 
0 0 
Fi 


[— 


x/2 


— Er DrPuR dE ne + 
o 60 2 4 6 48° 


07 6 —) 


$ 10. Coordonnées cylindriques 


Considérons un système de coordonnées rectangulaires (0x, Oy, Oz) 
dans l'espace. Tout point À = (x, y, z) de l'espace se définit aussi 
par le triplet de nombres (p, 6, z), où z est la cote et (p, 0) les coor- 
données polaires du point (x, y) dans le plan æOy sous réserve que 
l'axe polaire est confondu avec Ox (fig. 52). Il est évident que 


æ—pcos0, 
y =psin6, (1) 
22. 


Le jacobien de cette application est 


cosû —psin® 0 


D= pete = | sin 0 focos8 0|=p>0. (2) 
(p, 9, z) 0 0 1 
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La formule de changement des varia- 
bles s'écrit alors dans ce cas: 


Jifre y, 2) dx dy ds = 


1 
— 
d 


-\ 1] f [op cos 8, p sin 6, z] p do dB dz. | 


Pour obtenir un élément de volume : 
en coordonnées cylindriques, partageons ’ 
l’espace en parties par des cylindres “ 
circulaires concentriques d’axe Oz, des Fig. 52 
plans passant par Oz et des plans paral- 
lèles au plan zOy (fig. 53). L'élément ainsi obtenu est, aux infiniment 
petits d'ordre supérieur près, un parallélépipède rectangle d’arè- 


Fig. 53 Fig. 54 


tes dp, dz, p d6. Son volume est p dp d0 dz. 
ExEMPLE. Trouver le volume du corps Q limité par les surfaces 


PER EE ES +<=1, z2=0, a, c>0 (fig. 54). 


On sait que 


V=ma= || ar dy dz. 
de 
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L'introduction des coordonnées cylindriques (1) nous donne 


04 
27 [ : | 


v— [[[oapaods= | | papas | = 
Q° 0 0 Ô 


$ 11. Aire d’une surface 


Soit donnée dans un espace R, tapporté à un système de coordon- 
nées rectangulaires (Oz, Oy, Oz) une surface S d’équation 


z = f(x, y) ((x y) EG). (1) 


On admet que G est un ouvert borné du plan xOy, dont la frontière 
est différentiable par morceaux, f possède des dérivées partielles Conu- 
tinues 


ê Ô ; 
PT 1 s 4— _ (2) 
sur G. Considérons une subdivision de G: 
LOON 
G= > G 
j=1 
Soit (x;, y;) un point quelconque de G; (j — , N). Ce point 


est la projection d’un point P;E€S de fe ut (z;, Yj, 5h 
où f; = f (x;, y;). Menons un plan L; tangent en P; à S. Construi- 
sons un Cylindre l'; dont la directrice est la frontière de G; et la 
génératrice parallèle à Oz. Ce cylindre découpe une figure Le sur le 
plan Z;. Soit | l; | l’aire de L,. 

L'aire de la surface S est par M la limite 


Luis lim D 42 


max A J=1 
7; étant le vecteur normal à S au point P;, on a 
cos(n,, Oz) =1/V1+p}+d, 


où p;et g; sont les valeurs de pet q en x; et y;. En effet, l'équation 
du plan tangent est !) 


G—s)—P (Xe) 0% —v)=0 


1) Voir tome I, chap. 8, ss 7, 8: 
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et par suite, la normale à ce plan est définie par le vecteur (—p;, 
—q;, 1). Il est évident que G; est la projection de !; sur le plan 
xOy, donc l'aire de G; est égale à 


|G;|=11;|cos(z,, Oz), 
RABILAREENTET 

et 

[S]= lim PIE lim DTA 16, 


max(G ; 0 ; max d(G ÿ0 


AIIAETET. dx dy, 
G 


puisque la fonction V/ 1 + p? + g° est continue sur G et, par suite, 
intégrable. 

Nous avons prouvé que l'aire de la surface S définie par l’équa- 
tion ({) s'exprime par la formule 


[Se [TI TETE GE dr dy. 6) 
G 
II est évident que si la surface S est définie par l'équation 
z = F (y, 2) ((%:2) € AH), (17) 
alors 
[SI= TI VI+ EN +R dy à, (3') 
ñ 


et si S est définie par la relation 


y=D(r, 2) ((,2:)€A), 1") 
alors 
STE TV LE GE D 2 42. (3) 
À 
ExEMPLE 1. (Calculer la partie de la sphère x . y? + 22 — a? 
comprise à l'intérieur du cylindre circulaire x? + y? = b? (b < a). 
On aiciz = + Wa? — x? — y?. Désignons par Gy le quart de: 


disque de rayon b et de centre 0 du plan xOy (fig. 55). En vertu 
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de (3) et compte tenu de la symétrie, on trouve 


OS D Via) ts É dx dy = 
b 


ñ/2 


b 
Er a dx dy = 8a | | — __p dp d@ 
1/22 22 y? te V/ a3— pi 


= Qna[—2 (a? —p2)t/2 15] = Ana (a— Va? — HE), 


Pour b = a, les intégrales envisagées sont impropres (cf. $ 13). 
Dans l'intégrale (3) faisons la subs- 
titution 
z=qu, v), y=vp(u v) (fi 
((u, v) € Co). 


La substitution (4) est une applica- 
tion bijective de Q sur G, sous ré- 
serve que œ et 4 soient continüment 
dérivables sur @ et que le jacobien 

D, y) 

Ds) (9) 
sur Q. En portant dans la formule (1) 
Fig. 55 les expressions de x et de y tirées du 
(4), on obtient 


z = flp(u, v), ÿ(u, v)] =%x (u, v). 


ty 


or 


Alors 


OL Lo op, of + 
v 'ôx ôv LE dy ôv 
En ré ; : : 2 _ ul 
En résolvant ces équations par rapport à p — retg— et en 
tenant compte de (5), on obtient 
p=-Dun Den, jen /Den 
D{u,v)| D(uv)’ 17 Dlu,v)| Du, v) : 


Si donc l’on effectue la substitution (2) du $ 7 dans l'intégrale (:) 
on trouve 


1S1= [TVT+ pr g dx dy = 
G 
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| D (x, y) 
| D (u, v) 


Par conséquent, l'aire de la surface $S s'exprime aussi par la 
formule 


CA 


du dv. (6) 


D(x, y) \2, { D(y, 2) \2 D(2, x) \2 
15] a || V’ | D {u, v) | + | D (u, v) | + | D (u, v) | du dv. (2) 
Une surface différentiable S peut être définie par les équations 
paramétriques 
z=z{u,v), y —=y{u, v)}, z2=z{(u, v}, (u, v)EQ, (8) 


où les fonctions x, y et z possèdent des dérivées partielles continues 


sur l’adhérence Q@ du domaine Q. On admet de plus que le rang de 
la matrice 


Tu Yu Zu 
To Yo 2 
est égal à 2 pour tous les points {u, v) € Q. Ceci exprime que 
D (zx, y} \2 D (y, 2} \2 D (z, x) \2 

(ao) + (Guy) + (Day) >0 VUE. (40) 

En effet, cette inégalité traduit le fait que pour tout (u, v) € Q 
l’un au moins des termes de la somme du premier membre de (10) 
n’est pas nul, ce qui revient à dire que l’un des déterminants d'ordre 
deux de la matrice (9) n’est pas nul. 


Signalons que les équations (8) de la surface S peuvent être 
écrites sous la forme vectorielle : 


ru D) =x(u, Dit y v)j+z(u, DE. (41) 
En dérivant (11) par rapport à w et à v, on trouve 
À 0x . 0Y » 2, 
finit es 


9) 


12) 
: Ôx , dy . ôz ( 
Mr Er SU 

Le produit vectoriel de ces deux vecteurs vaut 

0 t] k 

$ ; Ôx Oy. 02 
Tu X Ty — ou ôu ou (AE) i+ 
Ôx dy Ôz | 

Ôv ôv dv 
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ue __ @r ôx | 7 É- ôÿ ‘0 y . 
T lou dv  6v ôu J êu ôv ôù du Col 


_+ D(y, 2) + D{z, x) D (z,_y) 
a D (u, LS D (u, ne Pts v) ? pre 


autrement dit, le carré du module du vecteur r, X Ty est oral av 
premier membre de (10): 


| ” po _ f D(z, y) \2 D (y, z) \2 D{z, x) \2 
ax le (et) +) + (es) : 
Les équations 
z = Cos 0 cos p, y —= cos 0 sin y, z—sin 6 


définissent une sphère de rayon 1 centrée en l’origine des coordonnées 
(x° + y? + 7? = 1). On remarque que la sphère est entièrement défi- 
nie par les équations paramétriques ci-dessus. Il est évident par 
contre qu'elle ne peut être entièrement définie sous l’une des formes 
explicites (1), (1’} ou (1”). Seules certaines parties de la sphère, sous 
réserve qu'elles se projettent de façon unique sur l’un des plans de 
coordonnées, peuvent être explicitement décrites. 

. Par ailleurs, toute surface $S définie paramétriquement à l’aide 
des équations (8) peut toujours l’être explicitement mais localement. 
En effet, soit un point A ES correspondant aux paramètres (4, Vo). 
En ce point, l’un des termes du premier membre de (10) est stricte- 
ment positif. Supposons pour fixer les idées qu’il s'agisse du premier. 
Donc, on peut résoudre au voisinage du point (wo, vo) les deux pre- 
mières équations (8) par rapport à w et v et obtenir 


cu À (x, y), v=u(x, y). 


En portant ces fonctions dans la troisième équation (8), on trouve 
qu'une. portion o de la surface S contenant le point À est définie 
explicitement par une équation de la forme 


2= f(x, y). 


On voit donc que la définition paramétrique de la surface est 
plus générale que la définition explicite. 

Si la surface S est définie paramétriquement par des équations (à), 
alors son aire est par définition le nombre 


1S1= [[ tra x, | du do. (14) 
ne S | 


À noter qu'à tout domaine w de Q les équations (8) associent 
une surface 6 € $. En vertu de (14) l'aire de o-est égale à 


loi ffréxr 1anan | (15) 
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I1 est clair que si l’on partage o en deux portions 0, et 0, cor- 
respondant aux domaines @, et @, (où = &©1 + &:), alors 


|o]— {lire x rs | du do = JT tra x F0 | du do + 
@ ‘ O1 | 


+ (Tru x |dudo=|oil+lol. 
) 


Ceci exprime que l’aire de ©, telle qu'elle a été définie par (15), 
est égale à la somme des aires des portions 61 et O2. 

Signalons encore que si l’on calcule à l’aide de (14) l'aire !6 
d'une portion © se projetant de façon unique’'sür l’un des plans de 
coordonnées, alors on retrouve le même résultat qu'avec les formu- 
les (3), (3”) ou (3). Ceci a été prouvé plus haut (cf. (6)). 

Exemrze 2. Trouver l'aire de la surface définie paramétrique- 
ment par les équations: 


z=rcosp, y=rsinp, z—=bp, 0O<r<a DK < 2. 


Cette surface s'appelle hélicoïde. Calculons les jacobiens : 


D(z y _, Des _[cosp —sinp|. 

Dr, 7 D, | 0 + ai. 
D(y,2) sing rcos y _—. 
oo | o b = b sin . 


D'autre gr 
eRT+ ET + Res Tree 


En vertu de (7), on a donc 
27 


51 = [VF drap | [VF Far de 
sè 0 0 


—2n [VRP FE dre 2n | EVE + Ein (eV) (= 
| 
=n| a Va EE + 8 10 CHE], 


$ 12. Coordonnées du centre de masse 


Soit donné dans un espace rapporté à un système de coordonnées 
rectangulaires (Ox:, Ox,, Oxs:) un point matériel P — (x, z+, Za) 
affecté d’une masse M. On appelle moment statique du point P 
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par rapport au plan x; — 0 le produit M,:x; désigné par le symbole 
K%, — M px;. 


Le moment statique par rapport au plan x; — 0 d’un système 
de points matériels P; — (x), x@), x) affectés des masses M, 
est défini par 


3) 
Kz,= 2 M ;1i 5 
3 


Enfin, si la masse est distribuée sur un ensemble G, alors le mo- 
ment statique de G par rapport au plan x; — 0 se définit conmime 


Fig. 56 


l'intégrale 
Kx,= | p(P)x; a = | o(P)x; dr drodrs, 
G & 

où p (P) est la densité de distribution de la masse. 

Les coordonnées (x°,.x;, z°) du centre de gravité P° de G «ant 
définies par 

ci= (ap (P) 4@]\ b (P)dG (= 1, 2, 3). 
G G 

En particulier, si nr — 2 et G est un trapèze curviligne du plan 

(Ox1, Ox:), limité supérieurement par le graphe de la fonction 


Za = f (1) et inférieurement par l'axe Oz; et dont la densité de 
distribution de la masse est p = 1, alors (fig. 56) 


b fCx1) 
Î To Ati dta { dt; ( To ÎTo : b 
C G Ses "0 = 2 
LS = EE ———— 7 ———— = T;) dx. 
2 Ï des dr, mG OmG j Î ( 1) 1 
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D'où 
b 
2nx$-mG =" À f(x) dr. (4) 


œ 


Au second membre de (1) on reconnaît la formule du volume du corps 
de révolution obtenu en faisant tourner le trapèze curviligne & 
autour de l’axe Ox:. 

On obtient ainsi le PREMIER THÉORÈME DE GULDIN À): le volume 
engendré par la rotation du trapèze curviligne G autour de l'axe Ox; 
est égal au produit de l’aire de G par la longueur du cercle décrit par 
le centre de masse (centre de gravité) de G. | 

Si G est une courbe homogène (0 = 1} d’équation x, = f (x), 
a 4, L db, alors 


f Za dl f f (x1) di 
D EE È 
27 7 me mG d 
où mG est la longueur de la courbe limitée par 2, = «a et x — b; 


di, l'élément de longueur d'arc. Comme dl = V1 + f' (x1)° dx, il 
vient | 


b 
t? = + À f(&) V1+ JG) dx, 


Ce 


ou 


b 
2nimG = 2n | f(x) VIT D de. (3 


Au second membre de (2) on reconnaît l’aire de la surface en- 
gendrée par la courbe G (x, = f (x), a & x, < b) en tournant autour 
de l’axe Oz,. La formule (2) nous donne le DEUXIÈME THÉORÈME DE 
GULDIN : l'aire engendrée par la rotation d'une courbe G autour de 
l'axe Ox, est égale au produit de la longueur de G par la longueur du 
cercle décrit par le centre de masse de G. 

Les théorèmes de Guldin permettent de déterminer une inconnue 
sachant les deux autres. Si, par exemple, l’on connaît les coordon- 
nées du centre de gravité et le volume du corps de révolution, alors 
on peut calculer l’aire du trapèze curviligne, etc. 

EXEMPLE 1. ‘Trouver les coordonnées du centre de gravité du 
trapèze curviligne G={—R<zx<R, 2 <y<R*°} (fig 97). 


1) Paul Guldin, mathématicien suisse (1577-1643). 
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Soit P° = (2°, y°) le centre de gravité. Il est évident par symétrie 
que 2° — 0 (on admet que 0 = 1). Calculons l’aire du trapèze G: 
4 

5) 


R 
mG= Rè.2R—2 | sd —2R— ER ER. 
0 


Le volume engendré par la rotation de G autour de Ox est éral À 
R 
V=2RnRi—2n | (22) de — 2nR — + ni — LE nRS. 
Ô 


Fig. 57 Fig. 58 


Le premier théorème de Guldin nous dit que 


a 
JT GimG = 5 À. 

EXEMPLE 2. Trouver le volume engendré par la rotation du disque 
G={x + (y — a) <r°}, de centre (0, a) et de rayon r < a, 
autour de l’axe Ox (fig. 58). 

Il est évident que le centre de gravité du disque (homogène) est 
confondu avec son centre géométrique, c’est-à-dire que z° = 0, 
y® = a. L’aire du disque est mG = nr*°. Donc, le premier théorème 
de Guldin nous dit que 

V = 2na-nr? = 2n°r°a. 

ExcmPLe 3. Trouver l’aire de la surface du corps de révolution 
de l'exemple 2. 

Cette surface peut être traitée comme la surface engendrée par 


la rotation du cercle 2? + (y — a)? — r? en tournant autour de l'axe 
Oz. La longueur de ce cercle est 2nr. Donc, le deuxième théorème de 
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Guldin nous donne 
S — 2na-2nr = An°ar 


(le centre de gravité du cercle est confondu avec le centre (0, a)). 
ExempLe 4. Trouvér le centre de gravité du demi-disque homo- 
gène (0=æ=1)2 +y?< R°,7y > 0; même question pour le demi- 
cercle 2? + y? = R?, y > (0. 
On sait que le volume d'une ? 
Ars de rayon À est égal à 


D: 


- xR* et l’aire de sa sphère à. 
&nR?. La formule (1) nous don- 


ne (fig. 99). 
 xA 4 | 
2nyia = +R, (A x 
ce  4R Fig. 59 
Yad — 3n ? 


où yäa est l’ordonnée du centre de gravité du demi-disque. 
Pour le centre de gravité du demi-cercle, on obtient à l’aide de la 
formule (2): 
2nyac* rR = 4nR?, Yde = 27 L 


Moments. On appelle moment d'ordre q (q = 2, 3, ...) d’un 
point matériel P affecté d’une masse 72 par rapport à un plan 
2x; = O0 le produit 


I) = Mpti. 


Si la densité de distribution de la masse de l’ensemble mesurable 
G est p (2), alors / 


=) zp(P)dG (i=1, 2, 3). 
G 


Si g = 2, le moment correspondant s'appelle moment d'inertie. 
On peut par ailleurs envisager les moments d'ordre g d’un corps G 
par rapport à l'origine des coordonnées : 


3 
18= | p(P) (3 21)" 46; 


ii 


et par rapport à un axe Ox; (i = 1, 2. 3). Par exemple, le moment 
d'ordre g par rapport à l'axe Or, est. égal à 


Lan= | p (P) (3 +29) 46. 
ë. à 
11—0687 
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$ 13. Intégrales impropres !) 


Soit u = f (x) une fonction définie sur l’adhérence G d'un domaine 
G (G = G |] FrG). Un point z° € Gest un point singulier de la fonction 
f (x) si cette fonction est non bornée en tout e-voisinage de æ°. Soit 
G=GNXV(,Ee), où V (x, e) est 
une boule ouverte de rayon € et de cen- 
tre x° (op (x, 2°) = [x — x | e) (fig. 60). 

Si la fonction jf (x) possède un seul 
point singulier z° € G& et est continue 
sur le domaine G,, Ve >> O, alors per 
définition l'intégrale impropre de f(x) 
sur G est la limite (si elle existe) 


ira À (x) de | j{) de. (l 
LE G 


€ 


Si cette limite existe et est finie, on 
dit que l’intégrale impropre converge; si 
cette limite n’existe pas ou est infinie, l’intégrale diverge. 

L'intégrale (1) est dite absolument convergente si 


[1/1 a7< 00, (2) 
G 
i.e. l'intégrale de la valeur absolue | f (x) | converge. 
Toute intégrale absolument convergente converge. En eîffet, 1e lu 
convergence absolue de l'intégrale (2} il s'ensuit que la limite 


lim | |f (x) | dx existe et est finie. En appliquant à cette 
e—0 

D 
limite le critère de Cauchy (par rapport à une fonction de la seule 
variable &) on trouve que pour tout n => 0 on peut exhiber un &, > Ù 
tel que 


n> [inde [ie | hide] Î fdl> 


6 Ge Ge’ CN Ge 
>|] 1e | far, Ve Et. 
Ge Ge’ 


Donc, pour tout n > 0 il existe un &, tel que pour tous les 8, 87 > 11 
vérifiant la triple inégalité 0 < 8 <'e° << e, l’on ait 


[raz \ fdz| <n 
Ge Ge 


1) Les points x, v de l’espace sont désignés ici par des lettres claires. 
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Ceci montre, en vertu du critère de Cauchy, que la limite (f) existe, 
autrement dit que l’intégrale impropre (f) existe. 
ExemPie 1. Etudier la convergence de l'intégrale 


||” dx, (4) 
Q 
où a >> 0,x = (21, To, A3), | & [? = x + 25 + x5, Q étant la boule 
unité |z|< 1. 
SOLUTION. La fonction | x |"* possède un seul point singulier 
en (0, 0, 0). En passant aux coordonnées polaires, on trouve 


[let da = lim À |t] 7% dx — 
6 


0 ecrit 
AT x/2 1 
== Jim | À | r?cos 0. r_% dr dû dp = 
Er -1/2E 
1 n/2 
— Jim 27 Ve ar cos 0 46 — lim —ré- ali 
E—0 L Ce E—0 _ 
—n/2 
ee 4 =: 
Slim (es) { ee <i 
e+0 ie ®, a >> 4. 


Nous avons prouvé que l'intégrale (3) converge pour a < 3. 
Si 4 > 3, alors l'intégrale (3) diverge. Elle diverge aussi pour &æ — 3 
(quand on intègre par rapport à r, la primitive est égale à Inr). 

REMARQUE 1. Dans un espace à n dimensions, c’est-à-dire 


n $ 
lorsque | x |? — 7 5, l'intégrale (3) converge pour &« << n et diverge 
pou” « > n. 
Si le d domaine G n’est pas borné et la Yonction f (x) est continue 


sur le domaine G, = G f\ V (O0, R), VR (fig. 61), alors on appelle 
intégrale impropre étendue au domaine G la limite (si elle existe) 


lim À f (x) dx — | f(@) dx. (4) 
 . CR G 


ExEMmPLE 2. L'intégrale | |æ | * dx, où G— EX V(O, 1), 


G 
converge pour & >> 3 et diverge pour & < 8. 
En effectuant les mêmes calculs que pour l’exemple 1, on trouve 


[el % de — lim { |x|7* dx — 
G db” 


11% 
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R ñ/2 
en LE | Er Rio 37 


._ ©, a << 3 
| 4n/a—3), a > 3. 


Pour « =3 


\ Let" dr = lim én | r1dr — lim 4n ln R = oo. 


Ro R—00 


G 


CR 


' cons 
9] R x 


Fig. 61 Fig. 62 


REMARQUE 2. Dans un espace à n dimensions, l'intégrale 


| x] "dr, G— EX V(O, 1), 
G 


converge;pour «>> n et diverge pour an. 
ExEMPLE 3. Etudier l'intégrale 


I — \f exp (— xŸ— r}) dr, dr. 
00 | 
On a par définition 
I = ]lim | exp(—z1}—21}) dx; dx, 
R 00 
GR 


où GR ={|z|<R, x > 0, x, > 0} est un quart de disque de 
rayon À (fig. 62). En passant aux coordonnées polaires 


TZi=rCOSP, Zs=rsin op (O<p<—, 0<r<R), 


D (z1, To)__. 


Dr, q) 
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on obtient 

n/2 

| exp(—r?)r dr dp— 


: 
— x) — d 
| exp(—"2; —x;) dr, dr L À 


Cr 


R . 
=+ (ex p(—r) + nt-iie 
0 


= — EXP (— À?)] + + , A7 00. 


Donc 
[ Lexp (— zx! — x?) dr, dr, — —. 
ü 0 


Or, 


De) 8 


fie 5 dry das = Î. Le i dx) (Le Fe dre) = (fers d), 
û 0 


où oi impropre du troisième membre (dite intégrale de Pois- 
son) converge. On obtient donc 


Lex (1) 48 = V 
0 
ExemPLe 4. Calculer l'intégrale 


V/x 


| exp(— ax?) (2ar? +1) ?dxr («=> 0). 
Ô 


Une double intégration par parties nous donne 


N 
. —xx2 
=. ; Se 2 _£ , __ __ 40 dx ) 
Le Car +t)idr= (ue, de TE 
€ 
ax? 7 
… er N° | 1 eux? (—2ax— 1) di 
4ax (20 e ‘ }J 2ar2+1 | az? su 
—Hx2 N 
—— F | —ax2 _— (u— ex dv) 
œ “E 
re En Du D: 1 ; ax? à 2& { -ax? dx ” 
— Aar(2ar +1) le —7| —< als a |e ee |= 
£ 
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xx? 
T pe 


2 Jar? +1 


N { 

de | met ulr, 
8 

En passant à la limite pour € — O0 et N — co, on trouve 


C0 00 


À e-0*? (2axr? + 1)? dr — _ À ewidr-=(Vaz=1)= 
Ô Ô 


£ 


$ 14. Intégrale impropre à singularités le long 
d’une courbe 


Soit F (x, y) unc fonction continue et non bornée sur Le disque ouvert 
G, = { +y <a} (ax 0). 
On admet que la fonction F tend vers l'infini à l'approche d'un point quelcon- 


que du cercle x? + y? = a. 
Alors, pour tout nombre strictement positif b < a l'intégrale 


FO FC de dy Tr (0, 0 de dy 

Gp ea 
existe, par contre l'intégrale (de Riemann) de F étendue à G, n'existe pas. (Mi 
sait en efiet que l'existence de l'intégrale sur G, au sens de Riemann implique 


que F soit bornée sur G,. 
Cependant il se peut qu'existe Ia limite 


lim il F'(x, y) dz dy = 1. 
b— 
ba GE 


La limite 7 s’appelle intégrale impropre de F étendue à G, et se note cuire 
une intégrale de Riemann 


1=\Îr y) dx dy. 
H 


a 


Nous avons déjà eu affaire à ce cas en étudiant l'exemple 1 du $ 11. La 
fonction à intégrer était continue mais pas bornée sur le disque ouvert G,. 

Nous avons été dans l'obligation de définir l'aire de la sphère | S, ! à 
l'aide de l’intégrale impropre de Riemann 


oo 


ISal=tim (| Pare) (Æ)°a dy = 


Gb 
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Nous avons étudié un exemple d’ intégrale impropre dans lequel La fonction 
“ intérrer est non bornée le long d'une courbe. Dans le paragraphe précédent 
on à exhibé des exemples d' intégrales impropres dans lesquelles la fonction à 
intéerer n'est pas bornée au voisinage d’un point. 
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“Considérons l'intégrale impropre 


F() = |f(e, ndy= 
Q 


= |... {ja cor Dm Vis se. Un) dys <<. dyn (1) 
LL 


fonction du paramètre x = (x,, . .., Æm). On admettra que cette 
intégrale présente une seule singularité au point y? — (y, . . ., ya) € 
€ 2. 

Plus exactement, nous considérons un domaine Q de points 
y = (ÿy, . . ., y) d’un espace à x dimensions, sur lequel a lieu 
l'intégration, et un domaine G& de points æ — (x, . .., Æm) ou 
domaine des paramètres. Comme l'intégration sera étendue à Q 
et à G, on admettra que ces deux domaines sont bornés et leurs iron- 
tières sont différentiables par morceaux. S’ agissant de la fonction 
f (x, y) on admettra qu'elle est continue sur G X Q ?) sauf au point 
singulier (x, y°). 

La fonction f (x, y) tend vers l'infini au voisinage de tout point 
(x, y?) de ©. 
On supposera que l'intégrale impropre (1) existe pour tous les 


x E G. Ceci exprime que pour tout x € G existe la limite finie 


F(r)=limr.( limit, pdy=|f(e pay, (3 
e—+ A : 


ne 
Eu 


Fe (= | (x, pay (3) 


“e 


et Q, = OXV (y, €) est l' ensemble des points y:€ Q privé d’une 
boule de rayon € et de centre yf. 

Il importe de signaler que l'intégrale (3) est une intégrale ordi- 
naire (propre) de Riemann; et comme la fonction f (x, y) est continue 


1) Les points x et y de l’espace sont désignés dans ce paragraphe par des 
lettres claires. | 

2} G X Q est le produit direct ou cartésien des ensembles G et Q, c’est-à- 
dire l'ensemble. des couples (x, y), où z€G, yeQ 
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surG X Q, pour tout e ==> 0, alors cette intégrale jouit des proprictés 
classiques suivantes : 


1) F, (x) est une fonction continue sur G. 
2) L'’interversion de l'ordre d'intégration est licite 


[af we, paye {dy je mar. Co 
9, d, 


9) La dérivation sous le signe d'intégration est licite. 


«a 


*e “ée 


_. f(x, y) dy (2) 
J 


. LÉ : à Lé » Ld ‘ Q Ô : 0 e 
sous réserve que la dérivée partielle CEE (x, y) soit continue sur 
a à à c : 


G x Q.. 

Il se pose la question de savoir si les propriétés 1), 2) et 3) sont 
valables pour € — 0, c'est-à-dire si elles sont valables pour l'intégra- 
le impropre (1). Ce n’est généralement pas le cas. Mais ces Dropeitte 
restent en Di si er exige que la convergence de F4 (x) vers 
F (x) et de = — F, vers soit uniforme. Définissons la notion 

Tj 
de En . ae d une intégrale impropre. . 
Par définition, l'intégrale (1) converge uniformément sur G (ou 
par rapport à x € G) si 
Fe(x)—F (x) (e — 0), 
L.e. 
À ft, Day \fts, pdy (+0), 
n 


à Q 


uniformément sur G. 


En d'autres termes, l'intégrale (1) converge uniformément sur G 
si est remplie la condition suivante : pour tout n > 0 ilexiste un & > 
tel que 


IF (Fe (al = 1e Day | 1e v y) [= 
=| Î f(x, y)dy|<n. 
QNV(Y0, &) 
Ve<es,, VrecG. 


Les intégrales uniformément convergentes sont justiciables de ln 
théorie des suites de fonctions uniformément convergentes. 
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On sait que si une suite de fonctions. F, (x) (n = 1, 2, . ..) 
continues sur un ensemble G converge uniformément sur @, alors la 
fonction limite F (x) est continue sur G et 


lim F, (x) dx = | F(x)dz. (5) 
On sait es que si l’on admet accessoirement que les dérivées 
partielles — Fr (x) existent et sont continues sur G et de plus que 


—— F,(x)—% (x), xEG, 
Li 


uniformément sur G, alors la dérivée _. F' (x) de Ia fonction F (x) 
J 
est égale à % (x): 


. F(x)=v(x), VreéG. 
Zj 


Dans la démonstration de ces propriétés, le fait que n croît par 
valeurs entières positives importe peu. On peut également admettre 
que rz = € tend continüment vers Ô (e — 0). Donc, les propriétés 
mentionnées s'étendent automatiquement aux intégrales impropres 
uniformément convergentes. 


THéoRÈME 1. Si l'intégrale (1) est uniformément convergente sur 


G et si la fonction f(x, y) est continue sur G X Q sauf aux points 
(x, y°), alors l'intégrale (1) est une fonction continue de x et de plus 


Far (fe may Fay (f(e nr. 
{2 G 


G Lo 


En effet, la continuité de F (x) sur G résulte de la continuité de 
F, (x), Ve >> 0, et de la convergence uniforme de F, (x) — F (x), 
e —> 0. D'autre part 


| dx À 56 y) dy — | F{x) dx = lim À F,(x) dx = 
G _©Q G Fee 


= lim | dz | f6, y)dy= lim | d y\f(e y) dx — 
Q Û 


8—0 & : à, 


dy \ f(x, y) dx. 
R  G 
Dans la deuxième égalité on s'est servi de la formule 


CET 


\Fe es + | F(e dx (e—> 0), 


G 
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qui est vraie, car F, et F sont continues sur G et F, —+ duniformé- 
ment sur G. Dans la quatrième égalité, on a utilisé la formule (1. 


THéorRiME 2. Si en plus des conditions du théorème À on exige 
que la dérivée partielle _. f (x, y) soit continue sur G X Q sauf uux 
points (x, y°) et que l'intégrale 


lite, v) dy 
Q 


converge uniformément sur G, alors 


a Vite, nd | Er 1) dy, 
£ Q 


c'est-à-dire que la dérivation sous le signe d'intégration est licite. 
En effet, 


— \ft y) dy — + F(a)= lim Fe (z) = 
ré +0 


: Ô : 0 . 
er JC, dy =lim | 2 f(e y)dy= 
_ J 0 se J 


E £ 


Q 


4) dy. 


Daus la deuxième égalité on s'est servi de la propriété suivante: 
si des fonctions F, (x) et _. F, (x) sont continues sur G et conver- 
gent toutes deux uniformément sur G respectivement vers F (x) et 
+ (x), alors _. F (x) — y (x) sur G. Dans la quatrième. égalité on 


J LÉ La ° { 
a utilisé la propriété (5) qui est valable pour tout € >> 0. 
Le théorème suivant nous fournit une condition suffisante de 
convergence uniforme de l'intégrale impropre (1). 
THÉORIME 3 (CRITÈRE DE WEIERSTRASS). Si une fonction f (x, 4] 
est continue sur G X Q sauf aux points (x, y°) (y° € Q) et vérifie xur 


G X Q l'inégalité 
li pe) &EG), (8) 


où l'intégrale 
\v@) dy << 00 (N°) 
Q 


est convergente, alors l'intégrale (1) converge uniformément sur ü. 
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DÉMONSTRATION. Soit n 0. L'intégrale (8') étant conver- 
gente, il existe un &, => 0 tel que 


| À æ (y) dy || | e dy |<n Ve < 80, 
 ROV (0, e) £NQ, 


donc, si ee’ < es, alors 


n> | | P(y) dy — | ou &|= 
ON Ge” Ne, 


: 
= | œ (y) ay |» Ve. Fe, 
ON Or 
et en vertu de (8) 


n>| ['euwl>] [re nain @-r(@ 


£EY €’ e\ £’ 


quels que soient €, & <eyetz€eG. 
Nous avons obtenu le critère de Cauchy de convergence uniforme 


de F, (x) sur G lorsque & — 0. Ceci indique qu'a lieu la convergence 
uniforme 


e—0 0 
Le 


lim F, (e) = im | f(x, y) dy — | f(x, y) dy. 
£E—+ . 
à 
EXEMPLE 1. L'intégrale 
1 
(a) = | art dr (a 0) Or 
Ô 


existe quel que soit a >> 0. Pour 0 & a 1, le point x - 0 est 
singulier, pour a > 1 la fonction à intégrer est continue sur [0, {| 
et l'intégrale n’a pas de points singuliers. 
Pour être instruits de la convergence uniforme de l'intégrale 
impropre, il nous faut estimer l'intégrale 
F 
| | at 1 dx = 
(4 
0 
dite reste de l'intégrale correspondant au point singulier + = 0. Il 
est impossible d’exhiber pour tout n = 0 un:e, >> Ô tel que le reste 
soit <<1n, Va >> 0, Ve << &,, donc pour tout € fixe 


2. 


lim ef/a — oo (a >> D). 


a—0 


Par conséquent, l'intégrale (9) converge non uniformément en 
a >> 0. 
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Ainsi, la fonction x! — @ (x, a) est continue sur [0, 4] + 10, 15 
sauf aux points dont x = 0. L'intégrale Ÿ (a) — 1{/a est une fonction 
discontinue sur [0, 1]. Ceci montre que la convergence uniforme est 
essentielle à la continuité de l'intégrale. 

D'autre part, il est évident que l'intégrale (9) converge uniformé- 
ment pour 0<a, <a< 1. En effet, si a, < a, alors tt 'at-t 
sur [0, el, où 0 << 8 << 1, et l'intégrale L 

£ 600 
xao- 1 dr = E oi 
.! 4) 

0 
donc, le critère de Weierstrass nous dit que l'intégrale (9) vunverge 
uniformément pour &£Ka< 1. 

L'intégrale (9) est donc une fonction continue sur [a,, 11. 

Si a => 0, alors l'intégrale (9) peut être dérivée sous le signe 
d'intégration, i.e. 


1 1 
Ÿ” (a)= | xt dr = | 201 In x dx. (10) 
Ô 0 
En effet, comme lim x* In x = O (À >> 0}, la fonction 
x—0 


| PE L: «6 +0: 
u (x) a 0, x — 0 


est continue sur [0, 1}, donc bornée sur [0, 1]. Par suite, pour 0 < 
<a Lai | 


leo LÉ Tertre) rt | 
et l'intégrale 
is À 
jathtdr= 5 <oo (0<AKa— a). 
û 
De là on conclut grâce au critère de Weierstrass que l'intégrale 
du troisième membre de (10) converge uniformément. D'autre part, 
la fonction 2 at = "1 In x est continue sur (0, 11 X [0, 1] sauf 
aux points dont z = 0; donc, la formule (10) est vraie en vertu 
du théorème 2. | 
On peut envisager l'intégrale: (4) sur un domaine Q illimité, en 
admettant que la fonction f (x, y) est continue sur l’ensemble G X 
X 2. Le domaine { étant illimité, l'intégrale (1) n'existe pas au 
sens de Riemann, mais elle peut exister au sens impropre en tant 
que limite 


lim Fr(z)-=lim | f(x, y)dy= | f(e, Ddy=F(), (1) 
R 00 Ro 2h à 
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où Q x = Q N V (0, /?), V (0, R) est une boule de centre © et de 
rayon À. 
On convient que 


Fat= | f(x, y) dy 
Qr 


et qu’existe la limite 


lim Fa (a)= F(a) = fe, y) dy 
Ro Ô 
pour tous les + € G, c’est-à-dire qu'on admet que l'intégrale (11) 
existe en tant qu’intégrale impropre pour tous les x € G. 
On dit dans ce cas que le point singulier de l'intégrale (11) est 
situé à l'infini. 
L'intégrale (11) est par définition uniformément convergente si 
Fax) F(x), R— 0, uniformément en x€G. 
On démontre comme dans le cas d’un point singulier fini que si 
la fonction f (x, y) est continue sur G X Q, alors l'intégrale (11), 
sous réserve qu’elle converge uniformément sur G, est une fonction 


continue de x € G. Par ailleurs, si le domaine G est borné et sa fron- 
tière différentiable par morceaux, alors on a 


fdzl ft, may |dy| ft, par. 
Q Le G 


Si T est continue sur Q et l'intégrale de ie 

T ; Es 07; 

verge uniformément en xE€G, alors on peut dériver (11) sous le 

signe d'intégration: 
ô 

Ôz ; 


sur Q con- 


PE y) dy — E f(x, y) dy. 
Q Le) 


ExEMPLE 2. Etudier l'intégrale 


O0 


1°) _ | dy (x>0). 
ô 
11 est évident que Z (0) —0 et pour x 0 
R 
T(a)=lim (re dy= lim —ev|R 1. 
R- 00 : 


KR—0c0 


Donc, la fonction Z (x) est discontinue sur [0, oof. Cela tient 
au fait que l'intégrale envisagée n'est pas uniformément conver- 
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gente: le reste de l'intégrale 
| ze" dy —e Rx 
R 


ne tend vers 0 pour aucun À fixe et x — 0 (il tend vers 1). 
EXEMPLE 3. Foncrion l'. L'intégrale 


 (a)— [a 2e dr (12) 
0 


s'appelle fonction gamma ou seconde intégrale eulérienne. 

Pour a > 1 élle présente un point singulier x = o, et pour 
0<a<îi, “deux points singuliers en x — 0 et x —= oo. 

Pour étudier cette intégrale il est commode de la décomposer en 
deux intégrales 


Î 00 
l'(a) = À a te dx +. | HAE UT: 
fl 1 


Comme z2-te* & re-1 pour 0 < x 1, alors (on le voit sur 
l'exemple 1) 1a première intégrale converge uniformément pour tous 
les a > &, > 0 quel que soit le nombre a, => 0. La deuxième intégra- 
le converge visiblement pour tout réel a. 

Si 4) est quelconque, alors pour a < &) 


2e le Ex Te (Lx< oo), 


ut comme 
O0 
ag-1 
À Te dr<< oo, 
1 


le critère de Weierstrass nous dit que la deuxième intégrale converge 
uniformément quel que soit a < a. Cependant, cette intégrale ne 
converge pas uniformément pour tout a 

Pour a = 1 et R => 1 par exemple, on a 


ca O0 
| xt le dr R«°1 À e* dx = RTie-R —+ co 
À R 


lorsque a — + oc et À est fixe. 
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R 

 +(a—1) | 202 dx} =(a—1)T (a —1). 
0 

Donc, pour a—n, où ñ# est un entier naturel, 


T(n+i)=nT(n)=n(n—1)l(n-—1)= ... =niT(1)= 


= ]im { — xt ie * 


R—00 


O0 
=n| À e*dr=—n\, 
) 


d'où il ressort que la fonction gamma peut être considérée comme 
une factorielle généralisée. 


CHAPITRE 3 


ANALYSE VECTORIELLE 


$ 1. Courbe orientée différentiable par morceaux 
On dit qu'une courbe 


r(=pbit+b(i+xtk (a<Lt<b) (1) 
est différentiable par morceaux si les fonctions @, et y sont continues 
sur [a, b]l et si l'intervalle [a, b] peut être subdivisé par les points 


at <h<... <Lity = D 


en un nombre fini d’intervalles partiels sur lesquels les fonctions ®, 
% et y possèdent des dérivées continues non toutes nulles ?. 

La figure 63 représente une courbe différentiable par morceaux. 
Cette courbe est continue en À, et À,, mais les dérivées @° (t), 1 (#), 
4’ (t) ou une partie d’entre elles présentent une discontinuité de pre- 
mière espèce. | 

On désignera la courbe par la lettre l'. En général, [ne représente 
pas seulement le lieu géométrique des points (x, y, z) dont les 
coordonnées vérifient les équations (1), cile indique également le 
sens du mouvement lorsque £ croît continûment de a à b. On dit 
alors que la courbe T est une courbe orientée. La flèche (fig. 63) indi- 
que dans quel sens se déplace le point (x, y, z) lorsque t croît conti- 
nüment de a à b. | 

Si t = À (t) est une fonction 
possédant une dérivée continue 
strictement positive sur un inter- 


: À 
| À ; 
valle fc, d] et si de plus À (c) = a 
et À (d) = b, alors l'équation 
A b r'(à (t)) = pi (r)l i + 
| + A (1j + x là (IE (4) 
0. a ((LT< d) 
définit la même courbe orientée 


}, que l. On la désigne aussi par let 


1) Voir tome I, chap. 4, $ 21 et 
Fig. 63 chap. 7, $ 3. 
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on dit que T' a été définie par l'équation (1) à l’aide du paramètre £ 
et par l'équation ({’}), à l’aide du paramètre t. Dans les deux cas, 
lorsque t croît de a à b et t de c à d, les points représentatifs de T 
se déplacent dans le même sens. 

La situation change si l’on fait la substitution t — À (t), où À (t) 
possède une dérivée continue strictement négative sur [c, dl. Dans 


Fig. 64 Fig. 65 


ce cas À (c) = b, À (d) = a et si t croît continûment de € à d, le 
paramètre { décroîtra et il faudra alors inverser le sens du mouve- 
ment. A 
Donc, si À” (t) << 0, on désignera la courbe T' par le symbole LT - 
et on dira que l -est la courbe T parcourue dans le sens contraire. On 
désignera parfois Ê par l'.. 

On dit qu’une courbe orientée (1) est fermée ou est un contour fer- 
mé si r (a) = r (b) ou ce qui revient au même si 

pU@)=p@), ba =v() x (a) = x 0). 

Autrement dit, lorsque le paramètre £{ croît continûment de a à b, 
le point (x, y, z) correspondant parcourt un chemin continu dont 
l’origine et l'extrémité sont confondues. Si pour deux valeurs £, et ë&, 
du paramètre { le point courant passe par un point À de la courbe |’, 
alors le point À est un point double de T'. La figure 64 représente une 
courbe sans point double, la figure 65, une courbe avec un point double. 

REMARQUE. L’équation vectorielle (1) de ja courbe L équivaut 
aux trois équations suivantes : 


= pt), y=v(), 2=40) (a<t<b). 


On dit dans ce cas que la courbe L ést définie A 
ExEMPLE 1. Soit la courbe FL d'équation 


r(t)=iRcost+jRsint (x —=Rocost, y —=<Rsint),. 
OLI< 27. 


Comme 2x? + y? — R? (cos° t + sin? t) — R?, la courbe T' est 
un cercle de-rayon. R et dé centre O. Lorsque # croît de 0 à 2x, le 
point À — (x, y) se déplacé sur le cercle dans le sens de la flèche. 
À des valeurs distinctes de { correspondent des points 4 distincts. 
Pour t = 0 et £ = 2n, on a r (0) = r (2x) = iR. Donc, Je cercle 
est urie courbe fermée sans points doubles (fig. 66). è 


12—0687 
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ExemPpze 2. La courbe | 
r(t}=a(icost+jsint) | btk, 


où 4€ [0, col et a et b sont strictement positifs, s'appelle hélice. 
L'hélice est la courbe décrite par l'extrémité d'un segment de lon- 


\ 0 ER 1R x 
Le | . 
na 
| 
Fig. 66 Fig. 67 


gueur a perpendiculaire à Oz, animé d’un mouvement de translation 
le long de l’axe Oz et d'un mouvement de rotation autour du même 
axe Oz, la cote z et l’angle de rotation { vérifiant la relation z = bt, 
où b est une constante appelée pas réduit (fig. 67). IL est évident que 
l’hélice est située sur la surface latérale du cylindre circulaire de 
rayon «a et de génératrice parallèle à Oz. 


$ 2. Intégrale curviligne de première espèce 
Soient données une courbe F différentiable par morceaux 
r(t)=qti+p()i+x(tk, 1El0, TI, (1) 


et une fonction # (x, y, z) continue sur Fou dans un voisinage de FT. 
On appelle intégrale curviligne de première espèce de la fonction 
F (x, y, z) le long de la courbe T', le nombre 


JF(a, y, 2) ds — 
- 
= | Flo@, bO, LOVE EP x Oidt. (2) 
0 


. Si, par exemple, F (x, y, z) est la densité de distribution de la 
masse d'une courbe l’', alors la masse totale M de la courbe T'se cal- 
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cule à l’aide de l'intégrale (2). En effet, la masse de l’élément de 
courbe correspondant à l'intervalle [f, £ + dt] est, aux infiniment 
petits d’ordre supérieur près, égale à 


Fds=—Ffœ(t), pG), 2x()1V 9 G+ GP + x (dr, 
où ds est la différentielle d'arc de l'. De là on déduit que la masse M 
est égale au second membre de (2). 
L'intégrale curviligne de première espèce ne change pas de valeur 
lorsqu'on inverse l'orientation de la courbe l': 
| F(a, y, z)ds— (F(, y, 2)ds. 
l Le 
La courbe (1) peut, par exemple, être définie par les équations, 
2 = TT), y=V(T TT), 2=Y4(T 0 OET<LT) 


qui inversent son orientation et alors 
. | 


À FIp{T 7), PT), LT DIX 
0 
x Ve TEE PT Ex (TP dr = 
1) 
= — | Flo@), LG, LGV 9 0 + EE x Hd 
T 
T 


= [F6 66, LOIV 9 OF Ex (j de. 
0 
EXEMPLE 1. Supposons que des masses de densité F (x, y, z) — 
— 2° sont distribuées le long de l'hélice de 1’ exemple 2 du $ 1. Trou- 
ver la masse M de l'hélice correspondant à l'intervalle [0, 3] de 
variation de f. 
L'équation de l’hélice est 


æ = acost, y —=asiné, z—bt (tEI[0, 3). 
Donc 


3 
= À FL), 30, 2 OV 7 PET Or EP di = 
Ô 
3 
— À b2t? Va? sin? f + a? cos? t + b? dt — 
Ô 


3 
=RVAER | ra Va EE. 
0 


12° 
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ExEMPLE 2. Calculer l'intégrale curviligne de première espèce 
a 


de la fonction F (x, y) — (=) + (æ) le long de l'ellipse 


x — a cos t, y = bsint, tE[0, 2x]. 


On a 
| F(x, y)ds— | VB? cos? € + a? sin? t V/ a? sin? t + b2 cos? dt — 
T 0 


27 
— { (8? cos? t + a?sin?£) dt = n (a? + b?). 
0 


$ 3. Intégrale d’un vecteur le long d’une courbe 


Soit donnée une courbe orientée différentiable par morceaux 
d'origine À, et d'extrémité À, dans un espace À, rapporté à un 
système de coordonnées rectangulaires (Ox, Oy, Oz). Si la courbe l' 
est fermée, les points À, et À, sont confondus. Soit 

z—œq(t), y=vi(t,), z—=y(t), tE[0, FT], 
l'équation de T et supposons que le point courant se trouve en 4, 
pour & = 0 et en À; pour t — 1 

En chaque point À intérieur (non anguleux) de toute portion 

différentiable de T' le vecteur unitaire t de la tangente à [est 
défini de façon unique et orienté dans le 

« sens des £ croissants. 
Soit donné sur F ou sur un ensem- 


D . 41 ble Q contenant L'un champ de vecteurs 
/ continu : 
“ a= Pa y, 2 i+ Q(e y, 2j + 
Fig. 68 + R(x,.y, 2)k, 


où ?, Q'et R sont de ce fait des fonctions continues sur r (ou sur Q). 
De façon plus suggestive, cela revient à dire que tout point 
(x, y, z) € L' (ou € Q) est l’origine d’un vecteur & dont le sens et le 
module dépendent de ce point: a — a (x, y, z) (fig. 68). 

On appelle intégrale curviligne (ou circulation) du vecteur a le 
long de la courbe Te” T le nombre 


{ (ads)= | (ar)ds= (PRG), GE, 2019 O+ 
+Q[p(), (6), xD C)+RIp(), bp), x (IX (1)}dé. (1) 
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ds est un vecteur de même sens que t et de module égal à la 
longueur de l'arc ds de la courbe F. (a ds) est le produit scalaire de a 
par ds. 

Le triplet (@” (&), 1° (£}), x’ (£)) est un vecteur tangent à l. En le 
normant, on obtient le vecteur tangent unitaire 


(+, . 2), is =V CE) + ip" (E)?- TL UE 
Donc | 
Ge (at) ds — 
= [P (p, Ÿ, x) v + Ge. b 0 V' +R (ps Ÿ, 2) x' dt. 


L'intégration de cet élément par rapport à & nous donne le second 
membre de (1). L'intégrale du vecteur a le long de l se note encore 


| (ads) | [P(x, y, 2)dx+Q(x, y, 2) dy+R(x, y, 2)dz]. (2) 
r L 


Elle nous suggère, pour calculer l'intégrale de a sur l, de poser 
dans le second membre de (2) x =.œ(t), y = vŸ(t), z = y (t), dx — 
— p'(t) dt, dy — %Ÿ" (t) dt, dz — "y" (t) dt et d'intégrer le résultat 
obtenu par St à tentre Oet T. 

L'expression 


| (a ds) (3) 


(ds est un vecteur) s’appelle intégrale curviligne de deuxième espèce. 

Signalons que ‘pour calculer une intégrale de deuxième espèce, 
on introduit le vecteur unitaire x tangent à l, orienté dans le sens 
de !', et l’on met l'élément sous le signé d'intégration (3) sous la 
forme | | 

(a ds) —= (ax) ds. 

La différentielle d’' are ds {ds > 0) est un scalaire, (ax), une fonction 
définie sur FT. 

Le calcul de |’ intégrale de deuxième espèce (3) se ramène à celui 
d’une intégrale de première espèce : 


| (a ds) — | (ar) ds. (4) 
r 


Donc, entre l'intégrale de première espèce et l'intégrale de deuxiè- 
me espèce il y a une différence. de notation mais non de fond. 
L° expression | 


fe (Pdr+Ody+Rd) 
J | 
s'appelle aussi intégrale de deuxième espèce. 
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On sait que l'intégrale de première espèce sur T ne dépend pas de 
l'orientation de F', tandis que celle de deuxième espèce en dépend : 


À (a ds) — — À (a ds). 


r_ T 
En effet, 


| (ads) . (ar) ds— \ (at_) ds = | (at) ds — —| (a ds), 


+ et t-sont les vecteurs unitaires tangents respectivement à la 
courbe orientée [et à l'… 


Ï = Tito 


Fig. 69 Fig, 70 Fig, 71 


Le deuxième terme est une intégrale de première espèce de la 
fonction (at _) (définie sur l). Cette intégrale ne dépend pas de l’orien- 
tation de F', ce qui explique la deuxième égalité. La troisième égalité 
est une conséquence du fait que 


(at _) = —(ax). 


La dernière égalité résulte de la définition de l’ intégrale de deuxième 
espèce du vecteur a le long de la courbe orientée F. 

Si la courbe orientée L' est la somme de deux courbes ‘orientées T, 
et T, TM =T,+T,), alors 


| (a ds) “1 (a ds) +] (a ds). 


La figure 69 représente une courbe orientée l divisée en deux 
courbes orientées l', et T.. 

La figure 70 représente deux contours orientés fermés JL, et T. 
Par F = FT, + T, on entend un contour orienté, réunion de [', et F.. 

On convient que 
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EXEMPLE 1. Calculer l'intégrale de deuxième espèce (fig. 71) 


= À (x? dx + xy dy), 
ÀB 
où le contour 4B est constitué: 1) du segment de droite reliant les 
points (0, 0) et (1, {) et 2) de l'arc de parabole y = x° passant par 
ces points. 
Le long du segment de droite (y = x},on a 


4 1 
Fe | (a de + ay dy)= | (at+-a2) dr 2 | a de = À. 
AB 0 I] 
Le long de l'arc de De (y x?), on a 
| "11 
1,= | (at dr+ 29 2x da) = [209 dx = +++ =: 
0 


ExEeMPLE 2. Même ton pour l'intégrale de deuxième 
espèce 


I, = | (y dx ++ dy) | 
À 


B 
Le long du segment de droite (y = x), on a 
1 


9 1, 1 1 
I, | (at dot Ede)= +=. 
Ô 
Le a de l'arc de parabole (y=-2?), on a 
1 1 
= RE inde) ni À (a+ £a) dz=+ | mdr. 
0 0 


Ces a montrent que l'intégrale de deuxième espèce dépend 
du chemin d'intégration. 

Dans le deuxième exemple, on a obtenu le même résultat pour 
des chemins d'intégration différents. Ceci sera expliqué plus bas. 


$ 4. Champ dérivant d’un potentiel scalaire 


Un cas important de champ de vecteurs 
a= Pay i+Q(&, y, ji+R(x y, 2)k 
est celui où le domaine Q sur lequel est donné le champ est le domaine 
de définition d’une fonction Ù (x, y, z) possédant des dérivées par- 
tielles continues telles que 
CL aU oU 
y =; 
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Une telle fonction s'appelle fonction potentielle ou potentiel du 
champ de vecteurs a sur Q. On dit encore que le champ de vecteurs a 
est le gradient de la fonction U ou bien que Le champ vectoriel a dérive 
d'un potentiel U et on écrit ?) 

OU ,.  oÙ 


gradU = i+ TP j+—-k=a. 


EXEMPLE 4. La fonction 
U (x, y, 2)— _— , r=Vr+y+, 
est définie sur l’espace tout entier sauf en (0, O0, 0). Son gradient est 
grad U = + it i+ k=a. 
Dans l'égalité 


le vecteur entre parenthèses est un vecteur unitaire de même seus 
que le rayon vecteur du point (x, y, z). Donc 


1 
DS ar 


Ces faits admettent l'interprétation physique suivante: deux 
charges électriques unitaires de même signe sont placées l’une au 
point (0, 0, 0), l’autre en (x, y, 2). La force (de répulsion) de ces 
charges est un vecteur d’origine (x, y, z) de même sens que le rayon 
vecteur du point (x, y, z) et de module {/r°?. 

cs que le potentiel du champ de vecteurs a est U — 
— —A/r. | 

Passons aux propriétés générales d'un champ de vecteurs qui 
dérive d'un potentiel, 


THéorëMe 1. Pour qu'un champ de vecteurs a défini sur un 
domaine Q de l'espace dérive d'un potentiel, il est nécessaireet suffisant 
que soit remplie l'une des conditions suivantes: 

1) L'intégrale du vecteur a le long d’un contour TV (différentiable 
par morceaux) fermé quelconque de Q est nulle. 

2) L'intégrale le long d'un chemin quelconque \ €  (différentiable 
par morceaux) reliant deux points de Q ne dépend pas du chemin d'in- 
tégration. | 

Si UÜ (x, y, 2) est la fonction potentielle du champ de vecteurs a, 
alors l'intégrale de a le long d'un chemin quelconque T48 € Q reliant 
À (to, Yos 20) à B (x, y, 2) est égale à 


À ads) =U (x, y, 2) —U {os do 20 (#) 


TAB 


1) Voir tome I, chap. 8, $ 8. 
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DÉMONSTRATION. Commençons par prouver que les conditions 
1) et 2) sont équivalentes. 

Supposons que la condition {} est remplie. Considérons dans Q 
deux points À et B (fig. 72) et relions-les par deux courbes T” et T” 


Fig. 72 Fig. 73 


orientées de À vers B. 
En vertu de 1) 


donc 


ji. 
r” 
ce qui prouve 2). 
Supposons maintenant que 2) est vérifiée et prouvons 1). Considé- 
rons un contour [fermé orienté lfig. 73) et décomposons-le en deux 


* 


courbes orientés T” et T” à l’aide des points À et B: 


T=I"+T”. 
En vertu de 2) | 


d'où 


ce qui prouve {). 
_ Supposons maintenant que le champ de vecteurs a dérive d’une 
fonction potentielle U (x, y, z) sur le domaine Q. 
Considérons dans Q un point A, (%Zo, Yo, Zo) fixe et un point 
À (x, y, z) variable et relions-les par une courbe F — [4,4 diffé- 
rentiable par morceaux, orientée de À, vers À, définie par les équa- 
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tions 


zx = pr), y—v(t), z=% (rx), TE lt, t]. 
Les points 4, et À correspondent donc aux valeurs {, et £ du para- 


mèêtre T. 


Si dans ÜU on substitue les fonctions ®, Ÿ et y respectivement 
à x, y et z, alors U sera une fonction de 7 différentiables par mor- 
ceaux. En vertu du théorème de dérivation d’une fonction composée 
aux points où F est différentiable on a 


OU OU d 


OÙ db . AU dx 


TT 0x dx | y dt à 


De Ià il s'ensuit que 


| (Pdr+Qdy+R de) — 


Y 


ee 


to 


= [ (Ro ço +! 


0; F ROME r)+ 26 V0, (r)} dx 


= | Up) pb), L)1—U Lo (to), D), X(Éo)] = 


=U(x, y, z) —UÙ (to, Vos 20) =UÙ (4) —UÙ (4) = V (4), (2) 


autrement dit, l’ intégrale curviligne de deuxième espèce dépend de la 
position du point À mais pas du chemin suivi pour aller de À, en 4. 


Fig. 74 


Ceci prouve 2) et l'égalité (1) dans le 
cas où le champ de vecteurs a dérive- 
rait d'une fonction potentielle dans 
le domaine Q. 

Il reste à prouver que Ia condition 
2) entraîne l'existence d'une fonction 
potentielle Ü (x, y, z) bien définie sur 
Q, dont le gradient est a. En effet, 
soit un point fixe 4, € Q (fig. 74). Sup- 
posons que la condition 2) est rem- 
plie, c’est-à-dire que le champ de vec- 
teurs a donné est tel que l'intégrale 
curviligne le long de toute courbe 
continue différentiable par morceaux 


reliant À, à un point quelconque À € Q ne dépend pas du chemin 
suivi pour aller de À, en À mais seulement de la position de À. 
IT existe donc une fonction V (4) définie sur Q telle que 


| (Pdz+Qdy+R dr) =V(4)=V (e, y 2). 


l'AgA 
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OV KE ; 
Pour prouver que ei P au point À, on procédera comme 


suit. Relions le point À, au point À par une courbe F,,, € @Q 
(fig. 74) dont la portion A.A est un segment de droite parallèle à 
l'axe Ox. Prolongeons ce segment jusqu'à un point 4,. Donc, le 
point variable À du segment À,4, a ses coordonnées y et z constantes 
et sa coordonnée x variable. Décomposons la courbe T,,, en la 


somme 
l'asa = lasas + lasa 
On a alors 
V (z, y, 2) = | (a ds) — À (a ds) + | (a ds) — 
4,4 TA A: A,A 
=K+\P({t,y 34,  () 
où K — | (a ds) est une constante qui ne change pas lorsque 


l'A A1 | 
le point À se déplace sur le segment A,4,, et À, — (x, y, 2). Si 
l'on définit le segment 4,4, par l'équation paramétrique x = t, 
y = y, Z æ Z, On trouve que 


x 


| Qay= | Qt, y, 2)-0at—0, 


TA,A %1 


x 
Rdz= | R(t, y, 2)-0dt=0. 
T'A,4 X1 
On obtient ainsi la relation (3) qui a lieu pour tout point du seg- 


ment A,4,. La fonction P (t, y, z) du dernier membre de (3) étant 
continue en £, On a | 


x 
OV 9 
= | Pt, y,z)dt=P(x, y, 2). 


Xo 


On démontrerait de façon analogue que 


= Q (x: ÿ: z); = R (x, LE z) (Cr; UE z) EG), 


en considérant des courbes [',,, € & dont la portion terminale est 

un segment parallèle à Oy dans un cas, et à Oz, dans l’autre. 
EXEMPLE 2.  Sila force a est constante (en intensité et en 

direction) et si le chemin 42 est rectiligne, alors on sait que le tra- 
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vail de cette force est égal au produit de son module par la longueur 
du chemin et par le cosinus de l’angle qu’elle fait avec le déplace- 


: —- 
ment, c’est-à-dire au produit scalaire (a, AB). 
Si la force «a = {P, Q, R}est variable et le chemin, curviligne, 
il est alors évident que le travail élémentaire de cette force sur un 
chemin élémentaire correspondant à une variation du paramètre 
de t à & + At sera approximativement égal au produit scalaire de la 
force a en un point de ce chemin par le vecteur déplacement porté 


par la corde reliant les extrémités de ce chemin: 
P Az + Q Ay + R Az. 


En sommant ces travaux élémentaires et en passant à la limite 
(pour At —+ 0), on obtient l'expression du travail le long de la cour- 
be [': 

T 


| Po’ (+ Qw' (+ Rx’ (D1di= | (ar) ds= | (a ds) 
0 à 


r 


Ainsi, L'intégrale curviligne de deuxième espèce représente le travail 
d'une force variable (le vecteur a) le long d'un chemin orienté. 

Calculons le travail accompli par la force a définie dans l’exem- 
ple 1 le long du chemin reliant les points ({, 2, 2) et (3, O, 4). 

La fonction potentielle de la force « est 


Us, y 2) tr AV PTE À. 


Cette fonction étant définie sur un domaine Q qui est l’espace tout 
entier privé du point (0, O, 0), l’ ‘intégrale curviligne ne dépend pas 
du chemin. | 

En vertu de la formule (1), l'intégrale du vecteur a le long de 
tout chemin l € Q différentiable par morceaux, reliant les points 
(1, 2, 2) et (3, 0, 4) est égale à 


1 1 5. À 
jte $) ( }—U(1, 2, 2)= VETe | V1+2+27 4% 


Le travail du vecteur a — (5; £, 5) est donc égal à 2/15. 


Voyons maintenant sous quelles conditions un champ de vecteurs 


a dérive d’une fonction potentielle sur un domaine donné Q. Pour 
cela nous aurons besoin dé quelques notions RoRvSÈes 


I RS {e : 0 . 
ntroduisons le vecteur symbolique Y — 3° Ze on dit 


opérateur de Hamilton *) ou hamiltonien (lire « nabla »). 


: se) William Rowan Hamilton, mathématicien et astronome irlandais (1805- 
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On appelle rotationnel du vecteur a le champ de vecteurs 


t 1 k: 
Ô Ô Ô 

rta=Vxa=|-— y el 
P Q R 


__{ôR 9Q\,, f8P OôR\,,/6Q ôP\ 
=) it { 07 Oz Hi ôx  Ôy “e 
Donc, le rotationnel du vecteur a est égal au produit vectoriel 
de l’opérateur Ÿ par le vecteur a. 
Les deux théorèmes suivants répondent à la question posée plus 
haut. | 


TusoriMe 2. Si un champ de vecteurs a dérive sur Q d'une 
fonction potentielle U dont les dérivées partielles secondes sont conti- 
nues, alors 


rot a = 0. 
En effet, par hypothèse 
oÙ oU oU 
as 0 Pot or 


Donc 


SR  () 


Ôy Ôz  Ôy 0z Oz ôy 
ôP __ OR __ OU OU _ à 
ôz 0x 7 0z0x Ô10z 
6Q _ OP __ŒU _ @U _, 

sur Q, c.q.f.d. 

La réciproque est vraie aussi, mais seulement pour les domaines 
simplement connexes. 

On dit qu’un domaine Q est simplement connexe si toute courbe y 
fermée différentiable par morceaux, contenue dans Q est homotope 
à un point ou, de façon imagée, peut être réduite à un point de Q 
par une déformation continue. | 

Dans cette définition, il suffit d'admettre que les courbes y 
ne présentent pas de points multiples. De telles courbes sont les 


frontières de domaines simplement connexes & € & € Q. 
“Comme exemples de domaines simplément connexes, citons l’es- 
pace tout entier ou une boule sans sa sphère. 
Comme exemple de domaine non simplement connexe citons 
l’espace privé d'une droite. 


_ THÉORÈME 3.  Si-sur un domaine Q simplement connexe: est 
défini un champ de vecteurs a de composäntes continûäment dérivables, 
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tel que 
rot a — 0, 


alors ce champ dérive d'une fonction potentielle sur Q. 

Dans l’espace, le théorème 3 résulte de la formule de Stokes *) 
qui sera démontrée au $ 19; dans le plan, il découle de la formule de 
Green *) qui sera prouvée au $ 7. 

Dans le plan on considère le champ de vecteurs 


a — P (2, y) d + Q (x, y)J; (x, y) € Q, 


où P (x, y)et © (x, y) sont des fonctions continues dans le dumaine 
du plan. 
La fonction UÙ (x, y) s'appelle fonction potentielle du champ de 
vecteurs a sur Q si 


"x — (x, y); = Q (x, y) (x, y) € 2. 


Tout ce qui a été dit plus haut est valable pour le plan. F1 suffit 
pour cela d'éliminer z partout et d'admettre que R = 0. 

La définition d'un domaine simplement connexe reste en vigueur 
dans le plan. Signalons que le plan privé d’un point n'est pas un 
domaine simplement connexe. 

ExEMmMPLE 3 Le champ de vecteurs a de composantes 


P (x, y)— at Q(z, = 


possède des dérivées partielles continues sur un domaine G qui est 
le plan privé du point (0, O). 
Si l’on met le vecteur a sous la forme 


on trouve immédiatement que 


rot a — (-S) 2 


Il est aisé de vérifier que dans ce cas 
rota —0 (sur G). 
Le domaine G n’est pas simplement connexe. I] ne satisfait pas 
à l'hypothèse du théorème 3 et nous verrons que ce théorème n’est 


pas valable sur G. 
En effet, la courbe y (un cercle) 


x —=cos0, y —=sin6, 6€ TI0, 2x, 


1) George Gabriel Stokes, mathématicien et physicien anglais (1819-1903). 
3) George Green, mathématicien anglais (1793-1841). 
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est de toute évidence fermée et contenue dans G. L'intégrale curvi- 
ligne du vecteur a le long de y est égale à 


Fes ne dt + FL dy)= 
2x 27 
= (sin? 0+ cos? 6) d0— | d0— 27. 
Ô Ô 


On a trouvé une courbe fermée y € G le long de laquelle l’intégra- 
le de a n’est pas nulle. 

Ceci montre en vertu du théorème 1 que le champ de vecteurs æ 
ne dérive d'aucune fonction potentielle définie sur G. 

D'autre part, si l’on retire l’axe 


Ox' où, comme on dit encore, si l’on de 

effectue une coupure du plan le long A TT, 

de l’axe Ox’, alors l’ensemble restant C 

que l'on désignera par G; (lig. 79) 

sera simplement connexe et comme 

rot a = 0 sur G;, le théorème 3 nous --------— 0 (10) : 
dit que le champ a dérive d’une fonc- | 
tion potentielle sur G;. On peut met- Fig. 75 


tre cette fonction sous la forme: 


—y4 d 
U(A)=U (x, y) = | = 4. 
C 


où CS G, est une courbe orientée, reliant un point initial fixe 45, 
disons (1, 0), à un point variable A (x, y) € Gi (fig. 75). 
Remarquons que la courbe C ne doit pas couper l’axe Oz”. 


$ 5. Equation aux différentielles totales 
Considérons l'équation différentielle 
M (&, y) dx + N (a, y) dy = 0, (1) 


où M et N sont des fonctions continues sur un domaine plan simple- 
ment connexe (. 

On admettra que le premier membre de (1) est une différentielle 
totale, c'est-à-dire qu'il existe sur Q une fonction UÙ (x, y) telle que 


OÙ eU . 
= M (x, y); 7 <NG, y). (2) 


Sous ces conditions, l'équation (1) est dite équation aux diffé- 
rentielles totales. 
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On peut la mettre sous la forme 


dU (x, y) = 0. (4°) 
Pour résoudre l'équation (1), il faut trouver la fonction U (x, y) 

et l’égaler à une constante arbitraire 
U (x, y) = C. (3) 


La relation (3) est l'intégrale générale de l’équation (1). Elle 
nous permet d'obtenir la solution aussi bien sous la forme y = y (x) 
que sous la forme zx = x (y) (cf. 


d théorème 1 du $ 2, chap. 1). 
On remarque qu'en vertu de (2), 
y la fonction UÙ (x, y) est le poten- 

tiel du champ de vecteurs 
a = M(x, y)i+N (x, y)j, (4) 

do (x, y) È @. 

ee Au $ 4 on a vu que pour trou- 
0 x ver la fonction U il fallait calcu- 


ler l'intégrale curviligne 


U(z, y =|(Pdr+Qày) 


C 


le long d’une courbe € & Q différentiable par morceaux, reliant 
un point fixe À, (to, Yo) € À à un point variable À (x, y) € Q. 

On admettra que Q est un rectangle dont les côtés sont parallèles 
aux axes Or et Oy (fig. 76). 

On peut aller de À, en À en suivant le chemin A,BA et alors 


U(s = | (Pds+Qdy+ | (Par+Qay= 


CAB CBA 


x y 

=[P(u, yo du+|Q(s vd. () 
Lo Ve + 

car 


| Qdy—0, Î Par=0. 
CAB CBA 
On rappelle que des théorèmes 2 et 3 du $ 4 il s'ensuit que si le 


domaine Q@ est simplement connexe, alors une condition nécessaire 
et suffisante pour que l'équation ({) soit une équation aux diffé- 
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rentielles totales est que (rot a = 0) 


M ON 
Oy Ôôx (6) 


(sous réserve bien sûr … M et N soient continûment dérivables 
sur (). 


EXEMPLE. Intégrér l'équation différentiélle 
Ge + y) de + (B + 1) ay dy = 0, (7) 


où & et B sont des nombres réels, sur un domaine Q de points (x, y) 
dont les coordonnées sont strictement positives. On a 


M (x, y)=2t+uftt, N(zx, y) =(6+1) zu, 


0M ON 
Mg+np, pro, 
c’est-à-dire que 
Ô0M ôN : 
y — dr SUP ©, 


où Q est un domaine simplement connexe. Donc, 
à ôN (2) 
rot a — (+) k — 0 
ôx Ôy 


et par suite il existe, en vertu du théorème 3 du $ 4, une fonction 
U (x, y) dont la différentielle totale est le premier membre de (7). 
On peut obtenir cette fonction à l’aide de la formule (5): 


ÿ 
U (x, y) = j es + y8tt) du + | (+1) avt do = 


Xo Vo 
gti ag +1 nb! +1 
Tati a+i T AYÿ ju cy* — ay S 
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oi LayftiLC (a-—1). 


Donc, la solution générale de l'équation (7) dans Q est une fonc- 
tion y (x) satisfaisant à l'équation 


AGE 


: 1 — 
œ—+ 1 + zyb+ =, 


où C est une constante arbitraire. Pour & — 
se déduit à partir de l'équation 


Infzl+ rÿét = C. 


—1, la solution générale 


13—0687 
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$ 6. Orientation d’un domaine plan 


Considérons les systèmes de coordonnées représentés sur les 
figures 77 et 78. 


Fig. 77 Fig. 78 


La différence qui existe entre ces systèmes est qu’il est impossible, 
en les déplaçant sur le plan, de faire coïncider leurs axes Ox et leurs 
axes Oy. 

La figure 77 représente un domaine { simplement connexe dont 
la frontière FL est orientée et différentiablé par morceaux. 


Fig. 81 


Par convention, le sens positif (ou direct) de parcours de la courbe 
[est celui de la rotation qui amène l’axe Ox sur l'axe Oy. 
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Dans le cas de la figure 77, le domaine Q reste à gauche, et dans 
le cas de la figure 78, à droite, quand on se déplace sur T° dans le 
sens de la flèche. 

Dans le cas du système de la figure 79, la frontière (le contour) F 
du domaine multiplement connexe Q est par définition orientée dans 
le sens positif (direct) ou négatif (rétrograde) selon que Q reste à gauche 
ou à droite quand on se déplace sur T' dans le sens de la flèche. 

Les figures 79 et 80 représentent des domaines doublement con- 
nexes dans des systèmes de coordonnées d'orientation contraire. 
Leurs contours sont orientés dans le sens direct. 

La figure 81 représente un domaine triplement connexe dont la 
frontière est orientée dans le sens rétrograde. 

On dit qu'un domaine Q est orienté dans le sens direct ou rétrograde 
si sa frontière est orientée respectivement dans Île sens direct ou 
rétrograde, 

On désignera par Q+ et Q_le domaine Q orienté respectivement 
dans le sens direct et rétrograde. On a alors par définition 


FT fe n drdy= | f(x, 0) dx dy, 
ç? Q 


[re vardy= — || 1e, y dx dy. 
R- Q 


$ 7. Formule de Green 


Les domaines plans Q de forme assez générale dont la frontière l' 
est orientée dans le sens direct sont justiciables de la formule 


(<<) à DE Liu (4) 
Q 


dite formule de Green. On admet que Q, > =. P, — E sont continues 


sur l’adhérence Q de Q. 

Commençons par étudier le domaine plan Q de la figure 82 que 
nous appellerons ,-domaine élémentaire. Le domaine Q est limité 
supérieurement et inférieurement par des courbes différentiables 
par morceaux d'équations respectives 


y = p (x), y = Ÿ (x), p (x) <Ÿ @), x € [a, b], 


et latéralement par des segments de droite parallèles aux axes de 
coordonnées. Signalons que ces segments peuvent dégénérer en un 
point. 


13* 
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La frontière T de {est composée de quatre parties: 
T' = Lop + La + las + loc. 


On a 
M dr dy= {| CPTALAE TE 
. a px) 


b 
=|1P1e, pGI—Pte, ç (OI dr = 
: b 
=— {Pt plz \Pte œ (x)] dx — 
b a 
= | Pt par | P( mdr | P(e, mar- 
Top lhA Fe 
= | P (x, y) d=— | P(a, y) dx. 


pe à 


Justifions la dernière égalité. La courbe l'cL est définie para- 
métriquement par l'équation 


T—=Z, y = (x). 


2 
Yj 
ee y=d0) AC \ 
o E 1 
7 
Î 
ee — 
0 X 
Fig. 82 Fig. 83 


Les points € et D correspondent aux valeurs x = b et x = a du 
paramètre x. La courbe l,4 est définie paramétriquement par 


ZT = TL, y —= (x) 
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Les points À et B correspondent aux valeurs x = a et x — b du 
paramètre x. Enfin, l'équation paramétrique (le paramètre est y) 
du segment BC est 

zx — 0, y — Y. 


Le long de BC on a dx = 0, donc 
| P (x, y) dx =0,. 


lac 
De façon analogue 
À P(x, y)dr=0. 
TpA 
Nous avons donc prouvé que 
0P 
Q 


l' 


Cette formule est valable pour tout domaine Q décomposable en 
un nombre fini de ,-domaines élémentaires. Un tel domaine sera 
appelé simplement H PIRE 


En effet, soit où Q;, où Q; sont des H,-domaines élémen- 


taires dont les frontières y, sont supposées orientées dans le sens 
direct (fig. 83). Alors 


NE dx dy — s [I aa S — (Pare —\P(x, y) ds. (3) 
Q i=1 0; j=1 Y; F 


Justifions la troisième égalité. 

IT importe de remarquer ici que si deux contours viet vi j) 

possèdent une portion y commune, celle-ci est parcourue dans un 

sens différent selon qu’elle appartient à y; ou à y;. Donc, les intégra- 

les curvilignes de 2 sur y" ne diffè- 

rent que par leur signe, et leur som- 
N 


me est nulle. Donc, la somme >, de 


j=1 
(3) se ramène à la somme des intégra- 
les curvilignes sur y; € ", somme qui 
est égale à l’intégrale Ie long du con- 
tour |. 
On introduit par analogie la no- 
tion de H,-domaine élémentaire. Dans 
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ce cas, le domaine. Q est limité latéralement par des courbes 
différentiables par morceaux (fig. 84) 


z—Àk(y), x = u(y), 
AY) <LuGY) (C<Ly<d), 


supérieurement et inférieurement par des segments de droites paral- 
Jèles à l’axe Or. 
Pour un },-domaine élémentaire Q, on a 


(y) 


d € d 
VISE de dy = | ay | ar (10, D 00, n14= 
Q C c 


R(u) 


d e 
= [Qu y) dy+ | QU), nd | Qt, pav+ 


C d lc 
+ foumway | ot | oa+ | oa+ 
ThA Fee Te» lpA 
+ | ou-|0tu may. (% 
T'41p l 


Par ailleurs 


Qy= | Q dy=0, 
ep Tag 
puisque dy = 0 sur CD et AB. 

La formule (4) est valable pour tout domaine @ décomposable en 
un nombre fini de A,-domaines élémentaires. Un tel domaine sera 
appelé simplement À, -domaine. 

_ Nous avons prouvé le 


TH£ORÈME. Si un domaine Q est à la fois H,- et H,-domaine, 
alors il est justiciable de la formule de Green. 


Pour prouver cette proposition il suffit de soustraire l'égalité (3) 
de l'égalité (4), égalités qui sont valables pour un domaine doué des 
propriétés mentionnées. 

Comme exemples de domaines qui sont à la fois A,- et À ,,-do- 
maines citons le domaine 


Q = ohne ÉRs 
: AD) O<Ly<i 
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et l’ellipse 


+? y? 
on 


À noter que ces domaines sont des A, et ,-domaines élémentaires 
REMARQUE 1. On peut démontrer une proposition plus générale. 

Si un domaine Q est limité par un contour F férmé différentiable par 

morceaux sans points multiples, alors 

ilest justiciable de la formule de ? 

Green (1). : 


COROLLAIRE, Sisur un domaine 
plan Q simplement connexe est défini 
un champ continûment dérivable 
a = P(x, y)i+ 0 (x, y)j, 
PesQue . 67. : 
| de Fig. 85 


crota= (5 
alors ce champ dérive d'une fonction potentielle sur Q. 

On reconnaît ici le théorème 3 du $ 4 dans le cas plan. 

. En effet, soit un contour y € {2 continu différentiable par mor- 
ceaux sans points multiples, orienté dans le sens direct (fig. 85). 

Ce contour est la frontière d'un domaine w. En vertu du théorème 
(de la formule) de Green (cf. remarque 1}, on a 


Oy : 


Î ce dr+Qdy)= || (EE) de dy = || 0 dx dy —0, 
. : 


et comme y est un contour arbitraire fermé sans points multiples, 
le théorème 1 du $ 4 nous dit que le champ a dérive d’une fonction 
potentielle sur Q. | 

REMARQUE 2. L'intégrale double de Ja fonction unité sur le 
domaine Q étant égale à l'aire de Q, on peut, en choisissant P et Q 
de telle sorte que < a 1, obtenir diverses expressions de 
l’aire de À en fonction de l'intégrale curviligne: 


me = | (P dx + Q dy). 


À 


En particulier, pour P = —y/2 et Q = x/2, on obtient 
Î - 
Z\(-ydr+zdy). (5) 


T° 


m£à == 
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ExemPLe. Calculer l’aire de l’ellipse 
æ = acost, y—bsint,, tEI0, 2nl. 
En vertu de la formule (5) 


S—— | (—ydr+x dy) = 
d 


2n 
Î 


2: 
= | (ab sin? + ab cos? t) dt =—- ab | dt = ñuë. 
0 Ô 


$ 8. Intégrale de surface de première espèce 


Soit S une surface différentiable définie par l’équation 


ru, v) = qi+Vj+xk (& vEQRS, Ir, xXr, [> 0), (1) 
où { est un domaine borné dont la frontière est différentiable par 
morceaux et ®, Ÿ, x des fonctions continûment dérivables sur Q. 
Le symbole Q = S exprime que les points (uw, v) € Q sont en cor- 
respondance biunivoque avec ceux de S 

Soit donnée par ailleurs une fonction continue F (x, y, z)sur S 
ou au voisinage de $. Considérons une subdivision de Q. A chaque 
partie Q; correspond une partie bien définie S; de S. Soit A; — 
= (x;, y;, z;) un point arbitraire de S';. Formons la somme 


L 
= 2 F(4)18;l 


où |S;| est l'aire de ) (cf. chap. 2, $ 11). La limite 


Lim > Ans fs (e, y, 2 48 (2) 


max d(Q pr; 


s “appelle intégrale de . (de première espèce) de la fonction F 
étendue à S 

Si par exemple une masse est distribuée sur S avec une densité F, 
alors la masse totale de S'est donnée par l'intégrale de surface de F 
étendue à S. | 

L'intégrale (2) se calcule à l’aide de la formule: 


ÎF(, y, 2) ds=\Fe, b, Xlru XF, | du dv. (3) 
S Q 


En particulier, si la surface différentiable S est définie par l’équa- 
tion z = j (x, y) ((x, y) € G), où f est continue avec ses dérivées 


partielles premières sur G, on peut alors considérer qu’elle est définie 
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paramétriquement .(à l’aide des paramètres x et y) par les équa- 
tions : 


LL, Y = Y, z = f(x, y). 
Donc 


Fe X Fy = fr — ff + Kk, 
# ÿ dl ôxr ? 4 ôy 
et par suite 


(Fey, ads = Fe, y, f(@ y) VT+p + drdy. (4) 
S G 
Prouvons la formule (3). Soient A; = (x;, y;, 2;) et 
#5 = (u;, vi), y; = Ÿ (u;, vj), z; Er : (u;, v;), 
Gu;, v}EQ; G—=1,..., N). 


Alors 
N 
Nv= D F (49 À lu Xroldu do = 
j=1 @, | 
N N 
=Ù FA pla Xrel*1@j = SF (A jlru X Fo jlQ en —+ 
j=1 j=1 
_ | FI[œp, +, x] ru X roldu du (max d'(Q;) — 0), 
Q 
où | |; signifie qu'à l’intérieur de | | figure le point 4;,et | |* qu'à l'inté- 
rieur de } | figure un point tel que soit réalisé le théorème de la moyenne pour 
l'intégrale 


À ru X ro ldu du = [ru x ol 10; 
e 
(cf, chap. 2, $ 3, théorème 3). 
En effet, il est évident que pour tout n petit 


N NN. 
lewl=| À F(Aj) [ira Xrol5— ru X rel HQE 2 1Q;| = Ænl!!l 
ox | =1 


(K>|F(4))si seulement d (Q;) < 6, où est un nombre qui dépend de n, 
car la fonction |r, X r,| est continue sur @, 


$ 9. Orientation d’une surface 


Considérons un morceau de surface différentiable S défini par 
l'équation vectorielle 
r=r(u,v) = œ{u,v)it+vp(u,v)j + y(u,vik, (u,v)eQ, (1) 
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où les fonctions ®, + et y sont continûment dérivables sur l’adhérence 
Q d'un domaine Q dont la frontière est différentiable par morceaux, et 


ru Xro1>0, (u, v) ER. (2) 
On admet toujours que les points (u, v) € Q sont en correspondance 
biunivoque avec ceux de S: Q2S. 


Le vecteur normal unitaire en un point quelconque de $S wst 
donné par la formule 


ruxXr — 
n=+———, (u,r)eQ. (3) 
LAIT] 2e ro | : | 
Le signe + correspond ici à la face de S à laquelle arrivent les 
vecteurs normaux unitaires, Je signe _—, à l’autre face. 


Voici une définition. Si de chaque point A d’une surface diffé- 
rentiable S est issu un vecteur normal unitaire n(À) tel que la fonction 
vectorielle de À ainsi obtenue soit continue sur la surface S tout entier, 
alors on dit que S est une surface orientable. 

La fonction r (A) s'appelle encore champ de normales continu. 

La surface pour laquelle est définie une telle fonction # (4) est 
dite orientée par n (A). Quand on dit que $ est une surface diffé- 
rentiable orientée, on entend par là non seulement que S désigne 
une surface mais aussi qu'une fonction # (A) continue est définie 
sur $. On dit encore que # (A) définit un côté de la surface orientée 
différentiable S (Le côté d’où sont issus les vecteurs normaux unitaires 
n (À) dépendant continûment de À). 

Si le côté d’une surface est désigné par S:, l’autre côté doit 
être, s’il est d'orientation contraire, désigné par S_. 

Un exemple élémentaire de surface orientée nous est fourni par 
le plan zOy. Les vecteurs unitaires perpendiculaires au plan et orien- 
tés dans le sens de l’axe Oz définissent un côté du plan, les vecteurs 
orientés dans le sens opposé à celui de l’axe Oz, l’autre côté du plan 
(a (4) = + k). 

La surface de l’ellipsoïde est orientable aussi : tout vecteur:normal 
unitaire issu d'un point quelconque de l’ellipsoïde vers l'extérieur 
se prolonge visiblement en continuité (de façon unique !) à la surface 
tout entière. 

Ceci oriente la surface de l'ellipsoïde, c’est-à-dire définit le 
côté extérieur de l'ellipsoïde. 

L'autre orientation de cette surface est définie par tout vecteur 
normal unitaire dirigé vers l'intérieur de l’ellipsoïde. 

Nous avons vu plus haut que si une surface différentiable S 
est définie par les équations paramétriques (1) douées des propriétés 
mentionnées, alors elle est orientable. Le signe + de la formule (3) 
<torrespond à une certaine orientation de S, le signe _ , à l’orienta- 
tion contraire. 
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Il existe des surfaces différentiables qui ne sont pas orientables. 


Prenons une bande de papier rectangulaire abb'a’ (fig. 86), tordons-la une 
fois et collons ses extrémités bord à bord de telle sorte que les points a et b 
soient confondus'respectivement avec b’ et a’ (fig. 87). La surface non orientable 
ainsi obtenue s'appelle ruban de Môbius 1). | 


b b' b a La 
C c' € c! 
a a’ a b° 


AC). 


Fig 87 


La ligne médiane ce’ du rectangle de la figure 86 se transforme sur le ruban 
de Môbius en une courbe fermée cc” dont les points ce et c’ sont confondus. Soit 
n (A) le vecteur normal unitaire issu de À € cc’. Si n (A) dépendait continû- 
ment de À, alors le choix du sens du vecteur nr (c) déterminerait celui de # (4) 
quel que soit le point 4 € ce’. Or, le vecteur n (c’} est déjà déterminé, vu que 
c = c’. On voit aisément par ailleurs que, lorsque le point À se déplace conti- 
nûment de « vers c’, le vecteur normal unitaire x (4} tend non pas vers n (c) 
mais vers —7 (c). Cette contradiction prouve que le ruban de Môbius est non 
orientable. | 


$ 10. Système de coordonnées et orientation 
d’une surface 


L'espace peut être ramené à deux systèmes de coordonnées rectan- 
gulaires fondamentalement différents qui sont représentés sur les 
figures 88 et 89. Ces systèmes sont différents en ce sens qu’il est 
impossible d'amener leurs axes homologues Ox, Oy et Oz en coïnci- 
dence. 

Le système de la figure 88 est dit direct (ou dextrorsum), celui 
de la figure 89, rétrograde (ou sinistrorsum) ?). Pour un observateur 
placé suivant Oz, les pieds en ©, la rotation d'un angle inférieur à n 


1) August Ferdinand Môbius, mathématicien allemand (1790-1868). 
?) Voir tome I, chap. 10, $ 11. 
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autour de Oz, qui amène Ox sur Oy, s'effectue de droite à ganche 
dans le premier cas et de gauche à droite dans le second. 

À chacun de ces systèmes on peut associer un tire-bouchon, c’est-à- 
dire un système composé d’un vecteur unitaire de même sens que 
l'axe Oz et d'un manche assimilé à un disque (appelé tête du tire- 


Fig. 88 Fig. 89 


bouchon) dont la frontière est orientée dans le sens de la rotation 
d'angle inférieur à x autour de Oz, qui amène Oz sur Oy. 

Dans le cas de la figure 88, si l’on admet que Oz est l’axe d’une 
vis à filet droit (dextrorsum), alors en faisant tourner la tête dans 
le sens de la flèche, on fera avancer le tire-bouchon dans le sens de 
l’axe OZ (tire-bouchon dextrorsum). On obtient le même effet dans 
le cas de la figure 89 si Oz est l’axe d’une vis à filet gauche (tire- 
bouchon sinistrorsum). 

La tête du tire-bouchon peut être un morceau de surface diffé- 
rentiable, pas nécessairement plane, telle que l’axe Oz soit confondu 
avec [a normale à ce morceau en ©. Dans ce cas, le système composé 
d’une telle tête et du vecteur normal unitaire formera un tire-bouchon 
dextrorsum ou sinistrorsum selon l'orientation de la tête. 

On peut enfin concevoir un tire-bouchon dextrorsum ou sinistror- 
sum dont le vecteur normal n’est pas obligatoirement de même sens 
que l'axe Oz. Imaginons-nous maintenant la construction suivante 
qui nous sera utile dans la suite. Soit donnée une surface orientée S 
dans un espace rapporté à un système de coordonnées direct ou rétro- 
grade. On se souvient que se donner une surface orientée S, c'est 
se donner un vecteur unitaire normal # (P) dépendant continüment 
du point P € S dont il est issu. La boule V (P) de centre P et de rayon 
assez petit découpe sur la surface S un morceau connexe 6 (2) con- 
tenant le point P. Orientons le contour y (P}) de © (P) de telle sorte 
que le vecteur nr (P) et Ie morceau o (P) forment un tire-bouchon 
orienté comme le système de coordonnées. 

Si une surface $ possède un contour F, la construction imaginée 
plus haut définit un sens de parcours de T (fig. 90). Au point À le 
sens de parcours de l'est le même que celui de {a portion 7. 

Si l’on modifie l'orientation de la. surface et que l’on garde celle 
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du système de coordonnées, il faudrait: alors inverser le sens de par- 
cours de T. 
La figure 91 représente une surface orientée dont le contour est 
constitué de deux courbes fermées différentiables T, et l'.. 
Attirons l'attention sur le fait suivant. Supposons qu’une surface 
différentiable orientée S est divisée par un arc différentiable 


Fig. 90 Fig. 91 


74 
| 
| 
0 : 
/ } 
> « 
Fig. 92 Fig. 93 


(fig. 92) en deux surfaces orientées Si et S,. Les contours de S; et 
de S, sont alors parcourus en sens inverse le long de . 

Cette remarque nous sera utile pour définir correctement la notion 
de surface différentiable par morceaux orientée. 

On dit qu'une surface S différentiable par morceaux est orientée 
si chacune de ses portions est orientée et si les sens de parcours adoptés 
pour les contours de ces portions sont compatibles, c'est-à-dire que deux 
contours sont parcourus en sens inverse le long de leur arc commun. 
- La figure 93 représente un cube dont la surface est orientée à 
l’aide de la normale extérieure. 
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Les petites portions de surface orientée (les surfaces élémentaires) 
peuvent être assimilées à des vecteurs. 

Soit $ une surface différentiable orientée, autrement dit sur S 
est défini un vecteur unitaire normal x (A) dépendant continûment 
de son origine À € S$. Soit o une portion différentiable de S. Consi- 
dérons un vecteur 6 dont le module est égal à l’aire | o | de o et 
le sens est défini par le vecteur nr (À), où À est un point quelconque 
de 6. Donc, ©& = |o | # (4). 

* Ceci ne définit pas le vecteur © de façon unique. Cependant, si le 
diamètre d(o) est assez petit, alors la direction de nr (4) est comprise 
dans un petit cône. Si © est une portion variable contenant toujours 
un point fixe À ,, il est alors évident que n (4) -> r (4,) (d (o) — 0), 
quel que soit le point À €. 

On appelle élément différentiel de la surface orientée S en un point 
A CS, le vecteur dS = n (A) dS égal au produit de l'élément diffé- 
rentiel de S en À par le vecteur normal unitaire n (A) définissant l’orien- 
tation de S. | 

Si S est définie par l'équation 


=r(u v)=qi+vi+ ak ((u v) EG), 
alors 
n (4)= + Er ® 
lruXro | 


et dS—| r, X r, | du dv. D'où 
dS—+(raXr,) du dv. (2) 


Dans la suite on prendra (1) et (2) avec.le signe +. On peut tou- 
jours le faire en intervertissant au besoin les paramètres u et t:. 
On entend par là que si une surface différentiable orientée S estdonnée, 
on peut toujours admettre qu’elle est définie par une fonction vectorielle 
r —r(u, v) telle que le vecteur normal unitaire n (4) (A € S) qui 
oriente S soit exprimé par 


n(4)= Xe. (3) 
IruXrol 
et respectivement 
dS =(r, Xr,) du dre (4) 


Si nous voulons que le passage des paramètres (u, v) aux paramètres (w”, v’) 
ne fasse pas apparaître le signe — dans les expressions (3) et (4), il faut que le 
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jacobien HE soit strictement positif. En effet, 
 : 2 DORE). 20) 
n (4)= FC TS _ D (u, v) D (u, v) D{u, v) _. 
ruXro | D (y, 2) D, x) \2, { D, y) \? 
Fo VE REED + (5% ) 
_DU: 4 ; P&s ; D(x, 4) D(u', v') 
- Du) + Duv)/tDu,v)e Du,u 
D: 2) _ )- D({z, z) \2 D (x, y) \2 Du’, v') 
2 Du, cv ee 1 Du, v) 
| Pa X Fo D{u,v')t) 
ES ——— 
IreXr | ni 


, Donc, la formule(3) (prise avec le signe +) (et avec elle la formur- 
le (4)) est invariante par toute transformation des paramètres de jacobien 
strictement positif. 

On aura donc intérêt à choisir des transformations dont le jaco- 
bien est strictement positif. 

Si nous sommes contraints de prendre une transformation de 
jacobien strictement négatif, il faudra alors être attentif au signe. 

Dire d’une surface arbitraire de l’espace qu’elle est orientée dans 
le sens direct ou rétrograde n'a pas de sens. Autre chose si cette surfa- 
ce est plane et appartient à l’un des plans de coordonnées. 

On dit qu'un domaine G du plan xOy est orienté dans le sens 
direct (resp. rétrograde) et on écrit G. (resp. G _) si le vecteur normal 
unitaire #7 (4) = k, où À € Get k est le vecteur unitaire de l’axe Oz. 

Cette définition est compatible avec celle du $ 6. Il faut simple- 
ment admettre que l'observateur est placé suivant Oz, les pieds en O. 

Si dans cette définition on remplace x, y par y, z (resp. z, x) 
et k par à (resp. j), on obtient la définition de G, dans le plan yOz 
(resp. z0x). 

Pour obtenir la définition de G_ dans les plans xOy, yOz et zOx, 
il faut remplacer k; à et j respectivement: par —k, —ëi et —Jj. 


$ 11. Intégrale sur un domaine plan orienté 


Au $ 6 on a introduit la notion d'éntégrale de f sur un domaine 
orienté. Plus exactement, 


| f de dy = f x dy = j dx dy. 


1) Voir tome I, chap. 8, $ 18. 
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L'utilité de ces définitions est mise en évidence par le fait sui- 
vant. Soient deux plans rapportés à des systèmes de coordonnées 
rectangulaires xOy et x'0'y" de même orientation. Soient G& un domai- 


ne orienté du plan xOy dont la frontière T est différentiable par 
morceaux, et 


une application continüment dérivable bijective de G sur un domaine 


Fig. 94 Fig. 95 ; 
G’ de x'O'y" et de sur [”’. On admettra que le jacobien 
_ D{z", y’) 

| De sv =£O (sur G). 
Le sens de parcours de F induit un sens sur l” et on peut considérer 
que G” est un domaine orienté. 

Si D => 0, les frontières L et F” sont orientées dans le même sens. 

Si D < 0, elles sont d'orientation contraire. 

De ce qui précède il suit que pour toute fonction j (x, y) continue 
sur l’adhérence G d'un domaine mesurable orienté G, on a 


1} 1 dx dy = || f: FE. dx’ dy’, 


où G’ est le domaine orienté, image de G. Dans cette formule de chan- 
gement des variables, le jacobien ne figure pas par sa valeur absolue. 

Explicitons ce qui vient d'être dit sur le lien entre l'orientation 
de let le signe de D. Considérons deux vecteurs non colinéaires 
a'— (ai, a) et a" —(ai, a:) dans le plan xOy. Si le déterminant 


À — 


a à 
est strictement positif !), c'est que le système a”, a” est orienté com- 


me les axes Ox et Oy (fig. 94). Si À << 0, il est orienté dans le sens 
contraire de celui des axes Ox et Oy (fig. 95). 


1) Voir tome I, chap. 10, & 12. 
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& 


Le réseau de la figure 96 se transforme par ({) en un réseau cur- 
viligne (fig. 97 et 98). 
L'image du carré ABCD est le parallélogramme curviligne 


—- 
A'B'C'D', l’image du vecteur AB est, aux infiniment petits d'ordre 


Fig. 96 Fig. 97 


Fig. 98 


supérieur près, la tangente à l'arc Â'P _en A de vecteur directeur 


(., æ , enfin l’image du vecteur AD est la tangente à l'arc 
Nn' : ” : {6x y D(zx',y"} 
A'D" en À° de vecteur directeur (Sr ? 2). Si D' Dieu 


>> 0, alors ces vecteurs seront disposés ne sur Ja ne 97, 
et ABCD et À *B'C'D", donc let l'”, sont parcourus dans le même 
sens. 


Si D'<0 (DD'=1), les vecteurs tangents à A'B' et A'D" 
sont disposés comme sur la figure 98, et les sens de parcours de F 
et de F” sont opposés. 

On définit de façon analogue les intégrales sur des domaines 
G+ et G._ des plans de coordonnées yOz et z0x. 


14—0687 
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$ £2. Fluz d’un vecteur à travers une surface orientée 


Soit donné dans un espace £ = E, à trois dimensions rapporté 
à un système de coordonnées rectangulaires (Ox, Oy, Oz) un domaine 
Æ sur lequel est défini un champ de vecteurs continu 
a (x, y, 2) = Pi+Qji+Rk. 
Considérons dans À une surface différentiable orientée S* définie 
par l'équation 
r=r(u,v)=qi+ÿpi+xk ((u v)EQ, Ir xr 10), (1) 
où @ est un domaine dont la frontière est différentiable par morceaux 


et p, Ÿ et x des fonctions continüment dérivables sur Q. On admettra 
que le vecteur normal unitaire à S* est défini par (cf. $ 10, (1), (3)) 


[ruXrl 


Les cosinus des angles de la normale r — n (4) avec les axes (Ar. 
Oy et Oz sont donnés par 


COS (x, On)=x RE. cos (2, Op)=n EE, 
D (x, y) (3) 


cos(n, Oz)—» x=A/lr xml. 


D (u, v) ? 
On désignera par $ la surface S* privée de son orientation. 
On appelle flux du vecteur a à travers la surface orientée S* le 

scalaire 


| (a d8*) 
SY 
défini par la relation 
À (a dS*) — { (ar) as, (4) 
S* S 


où le second membre est une intégrale de surface de première espèce du 
produit scalaire 


(an) = P cos (n, Ox) + Q cos (n, Oy) + R cos (nr, Oz) 


du vecteur a par le vecteur normal unitaire définissant l'orientation 
de S*. | 

Comme (an) est une fonction continue de À € S, l'intégrale 
du second membre de (4) existe (ceci a été prouvé au $ 8). L'expres- 
sion du premier membre de (4) s'appelle intégrale de surface de deuxiè- 
me espèce |}. 


1) Pour les autres notations de l'intégrale, voir plus bas les seconds mem- 
bres de (6) et de (7). 
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Soit donné dans un champ # un écoulement stationnaire dont 
la vitesse a en un point À € Æ dépend de À mais pas du temps. Le 
flux de a à travers la surface orientée S* est le débit du fluide tra- 
versant $ dans le sens dans lequel est orientée S. 


On a 
| (an) as — \«æ cos(n, Ox)+Qcos(n, Oy)+ Rcos(n, Oz)) dS — 
S S 


_ _D(y, 3) D (z, x) D(x, y) 
= D{u, 2 PO Dan ou ee) du dv, (5) 


le second membre étant une intégrale double dans laquelle les varia- 
bles x, y et z de P, Q et R doivent être remplacées respectivement 
par les fonctions p,1vbet y deuetv. Cette 
égalité résulte de (3) et de la formule (3) 
du $ 8. 

Il est souvent commode de calculer 
l'intégrale (5) en coordonnées cartésien- 
nes. Effectuons ces calculs en supposant 


que toute portion différentiable S' se pro- 
jette de façon unique sur les plans de 
coordonnées et que ces projections sont 
mesurables. De nombreuses surfaces dif- 
férentiables se décomposent en un nom- 
bre fini de telles portions. 

Supposons que la portion différen- 
tiable S est définie par l’une des trois Fig. 99 
équations suivantes : 


z = f\(y, 2) (2) ES), 
y=fi(s 2) (( x) ES), 
Z — Îs (x, y) ((x, y) € S,), 


les fonctions f:, f, et fs étant continues respectivement sur les pro- 


jections S,, S, et S, de S sur les plans x = 0, y =0etz=0, 
et possédant des dérivées partielles continues à l'intérieur de Se 
Ds WE 

; Désignons par S%, S%, 9: les projections respectives de la sur- 
nee orientée S* sur les plans x = 0, y = 0 et z = 0. Le sens de 
parcours du contour de S* induit celui de Ses Sy, S, (fig. 99). La 
normale n à S fait avec Oz un angle dont le cosinus est 


1 : — 
er (p= Ôr 7? 7. 0y 


cos(n, Oz) — 


14% 
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où le signe dépend de l'orientation de S*. On a (cf. $ 8, (4) et & ff) 
\R cos (7, Oz) dS -= 


S 
— R 9 L : L = | 1+p?+9 dxd . 
| 4 HG) VTT de dy 
= + RG fs(e y) de dy= Ÿ Ra, y, fs (e, v)) de dy — 
#3 57 


= | R(, y, drdy, (5) 
S*# 

où l’avant-dernière intégrale est prise sur la surface orientée S? 
(cf. $ 8). La dernière intégrale doit être regardée comme une nota- 
tion de l’avant-dernière. On l'appelle intégrale de surface de deuxième 
espèce. Pour la calculer, il faut remplacer z par f, (x, y) et intégrer 
sur la projection orientée S7 de S*. On sait que — + \ (cf. $8), 
| S* S, 
le second membre étant pris avec le signe + ou le signe — selon que 
la surface S* est orientée dans le sens direct ou rétrograde (cf. aussi 
$ 6). En reprenant ces raisonnements pour les deux autres intégra- 
les, on obtiendrait (fig. 99): 


| Pecs (7, Ox) ds;= | P (f1(y, 2), y, 2) dy dz — | P(x, y, z) dy dz, 


S s* S* 
| Qcos (n, Oy) ds = | Q (x, fa (a &), 2) de da = | O(x, y, 2) dz dr. 
S s* SX 


y 
Nous avons montré que le flux du champ de vecteurs a à travers 
la surface orientée S* définie par la normale z est donné par 


| (am) as = | (P (x, y, 2) dy dz+Q(x, y, z)dzdx+R(x, y, 2) dr dy). 
$ 8+ 
() 


Si la surface S* peut être décomposée en un nombre fini de por- 
tions S% se projetant. chacune de façon unique sur les trois plans de 
coordonnées, alors le flux de a à travers S* est égal à la somme des 
flux de «a traversant chaque portion $ÿ. 

Une sphère de centre O est décomposée par les plans de coordon- 
nées en huit portions jouissant de cette propriété. 

On rappelle que l'expression du second membre de (7) est une 
intégrale de surface de deuxième espèce. 

REMARQUE 1. Si dans l’espace rapporté à un système de coordon- 
nées (0x, Ox,, Ox,) une surface S = G est entièrement contenue 
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dans un plan de coordonnées, c’est-à-dire que son équation est 
z; = 0 pour j = 1, 2 ou 3, alors le flux de & à travers G+ est égal 
à l'intégrale double de la projection du vecteur a sur l’axe corres- 
pondant. En particulier, si G; est une région du plan x; 0 de 
normale nr (4) — +k, alors (cos (n, Oxs3) = 1) 


(an) dS — ÎR (Lys Lo, 0) dx, dis =: 
S $ 
| R (2, 22, 0) dx, des = | (TS 0) dx, Ato. 
G+ G 
Réciproquement, une intégrale double de la forme| f(x, y) dx dy 


G 
peut être traitée comme le flux d’un vecteur a à travers la surface 
G, et dont la projection sur l'axe Oz est R (x, y, z) — f (x, y). 

REMARQUE 2. L'intégrale de deuxième espèce d’un vecteur a 
étendue à une surface orientée S* change de signe avec l'orientation. 
En effet, 


| (a d5*) — | (ar) 48, 
et . — 
À (ae aS*) — | (a, —n)dS$ = — \(an)dS = — | (a dS*). 


s* $ $ S+ 


$ 13. Divergence. Théorème de Gauss-Ostrogradski {} 


Dans un espace Æ rapporté à un système de coordonnées rectan- 
gulaires (Ox, Oy, Oz) on considère un domaine G de frontière” ;S 
différentiable par morceaux, sur lequel est défini le champ de vec- 


teurs | 
a (x, y, 3) = Pit Oj+Rk ((x, y, 2) EG). (1) 


Ô (] oR : 
On admettra que P, Q, R, _. ; LS —,- sont continues sur 


G de sorte que la fonction continue 


: 9 P Ô 9R +. | 
div a + + CE ((x, y, z) EG), (2) 


appelée divergence du champ de vecteurs a, a un Sens. 
Il est aisé de voir que 
diva— Va: (v={ nee DE 


ox? ôÿ°? 67 


1) Carl Friedrich Gauss, illustre mathématicien allemand (1777- 
1855). Mikaïl Vassiliévitch Ostrogradski, illustre mathématicien russe (1801- 
1861). 
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c'est-à-dire que /a divergence est égale au produit scalaire du hamilto- 
nien V (cf. $ 4) par le vecteur a. 
On admettra que la surface S est orientée par le vecteur normal 
unitaire n dirigé vers l’extérieur de G. 
On se propose de prouver que 


z fe 
(--S z=h)(xXY) | diva 46 — | (ar) dS (3) 
G S 


sous certaines conditions imposées 
à G. Cette relation s'appelle formu- 
le de Gauss-Osirogradski, du nom des 
mathématiciens qui l'ont prouvée. 

La formule de Gauss-Ostrogradski 
dit que l'intégrale triple de la diver- 
gence d'un champ de vecteurs étendue 

Fig. 100 au domaine G.est égale au flux de ce 
champ à travers la frontière de G. 

Commençons par étudier le domaine A de la figure 100, domaine 
que nous appellerons FH ,-domaine élémentaire. Le domaine À est 
limité inférieurement et supérieurement par des surfaces 0, et ©: 
de frontières différentiables par morceaux, d'équations respectives: 


2 Mr y), 2=À,(x y) Me, y) LA (er, y) (@ y) € A), 
où À, est un domaine plan dont la frontière y est différentiable par 


morceaux, À. et À, des fonctions continues sur À, dont les dérivées 
partielles sont continues sur l’ouvert À,. Le domaine A est limité 
latéralement par la surface cylindrique o de directrice y et de géné- 
ratrice parallèle à l’axe Oz. 

Supposons que S* est la frontière de. À orientée par la normale 
dirigée vers l’extérieur de À (voir explications plus bas). Ceci oriente 
en conséquence les surfaces of, 05 .et o*. Pour le domaine À on u 
(voir explications plus bas) 


Z=A1(X,}) 
pense 


EE a ii a ay | PR 
A 


Oz 
À, A1Cx, y) 


— (TER Go vs date, w)—R (a y ha (e, V)} dr dy = 
Â 


= il KR (zx, VA à (x, y) dx dy + {| R (x, y, ki (x, y)) dx dy — 


k 
G2,7z 01,2 


ra" | 
? 


| =| | R(e, ÿ z)drdy. ( 
S+ 
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La normale r à o* et o5 forme avec l’axe Oz respectivement un angle 
obtus et un angle aigu, donc les projections 0%, et 0ë, de of et 
o5 sur le plan z = Ô sont orientées, la première dans le sens rétro- 
grade, la seconde, dans le sens direct. Ceci justifie le passage du 
troisième au quatrième membre de (4). À lasomme du quatrième 
membre, on peut ajouter l'intégrale 


Î | R (x, y, z) dx dy —0 


qui est nulle, car cos (#7, Oz) = 0 le long de o*. Donc, la somme des 
trois intégrales est égale à l’intégrale du dernier membre de (4) 
(c'est-à-dire aux flux du vecteur (0, 0, À) à travers S*). 

Ceci prouve le théorème de Gauss-Ostrogradski pour un À ,-do- 
maine élémentaire et pour le vecteur (0, 0, R). 

On dira maintenant que G est un #,-domaine si son adhérence G 
peut être décomposée en un nombre fini de # ,-domaïnes élémentaires 


— N — 
G= >, Gr 
kZ1 
de telle sorte que les portions supérieures et inférieures de la fron- 
tière de G, soient des parties de la frontière orientée S* de G. Prou- 
vons que G et le vecteur (0, 0, À) sont également justiciables du 


théorème de Gauss-Ostrogradski. 
En effet, soient S,, et S,, les portions inférieures et supérieures 


des frontières de G; et S, les portions latérales. On.a (voir explica- 
tions plus bas) 


. 
[ace y | Fac 
G k=1Gz 
N à 
— Ge, y,z)drdy+ | Rx, y, 2) dr dy - 
( Ra, y,2)dedy+ | Rx, y, 2) dx dy + 


RTE :S 


k 5, k 
+ FR ÿ; z) de dy) — { R (x, y, 2) dx dy, 
CH se 


car les intégrales étendues à S% sont visiblement nulles et la somme 
des portions S%, et S%4 ou bien est égale à la surface S*Ÿ ou bien, 
le cas échéant, l’ensemble 


La 
o= 5 Ÿ Si, un. 2 55, BE. 


est une partie de S* dont .toute.normale est perpendiculaire à à l'axe 
Og;:et par suite, l'intégrale étendue à o est ruülle.… | 
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On introduit par analogie les notions de H.-domaine et 1e 
H,-domaine. Un #,-domaine est par exemple un domaine dont 
l'adhérence peut être décomposée en un nombre fini d'adhérences 
de Æ,-domaines élémentaires. On définit un H,-domaine mutatis 
a On démontre de façon analogue que pour un‘ H,-domaine 

, On à 


EL JFP 6, y, z) dy dz. 
G 


On reconnaît ici la formule de Gauss-Ostrogradski pour le vecteur 
(P, 0; 0). De même pour un Æ,-domaine, 


| F- dG — || Q (x, y, z) dz dx. 
G S* 


Si maintenant G est à la fois À,-, H,,- et H,-domaine et a - 


— (P, Q, R)est un champ de vecteurs continûment dérivable sur &, 
on à alors la formule de Gauss-Ostrogradski suivante: 


Fi ( + Æ_) dx dy dz — 


= || (P(y,2) dydi+Q(e, y,2)dzdz+ R(,y,2) dx dy).  (f) 
*s+ 
Si dans (5) on pose P = x, Q = y, R = 7, on obtient l’expres- 
sion du volume du domaine G 


| G =+ ({ (x dy dz + y dz dx + z dx dy) 


S+ 


en fonction de l’intégrale étendue à la surface orientée S* le limitant. 
Les domaines que nous considérons sont à la fois 77,-, H,- et 
H,-domaines. 
ExEmPLe 1. La boule 2°? + y? + 7° < 1 est un H,-domaine élé- 
mentaire, car elle est limitée Re et inférieurement pur 
les surfaces 


—VA4—x2y et 2=—V 12x27, 


qui sont différentiables sur le disque ouvert x? + y° << { et conti- 
nues sur le disque fermé x? + y? < 1 de frontière différentiable. [1 
est évident que la boule est aussi un #,- et H,-domaine. 
ExEmPLE 2. Le tore. Dans le plan xOy, le cercle de rayon a et de 
centre (b, 0) (0 << a << b) est défini par l’ équation (x — b}? + y? — 
— a?, La rotation de ce cercle autour de l’axe Oy engendre une sur- 
face T appelée tore (la figure 101 représente la moitié de ce tore). 
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En coordonnées cartésiennes l’équation de ce tore est 
RE 2 . 
(V2? +22 —b) + y? = a?. 
Pour s'assurer que 7 est un À/,,-domaine, il sutfit de décomposer 


la surface T en deux parties à l’aide du plan xOz. Les plans z — 
— b— a et x — a — b partagent T en quatre À ,-domaines élé- 


Fig. 101 


mentaires, les plans z'— b — à et z2— a — b,en quatre F,-domaines 
élémentaires. | 

La formule de Gauss-Ostrogradski transforme l’intégrale triple 
en une intégrale double. | | 

Pour déterminer la signification physique de la notion de diver- 
gence, on admettra que & est le siège d’un écoulement stationnaire 
dont la vitesse en un point quelconque (x, y, z) est égale à a — 
= a (x, y, z). Figeons un point À = (x, y, 2) € G et soit V,€ G 
une boule de centre À et de rayon & >> 0. Désignons par S% la sphère 
orientée limitant cette boule. La formule de Gauss-Ostrogradski 
nous donne 


Tta a) [[T div a dr dy da. 


(a Ve 


Le premier membre exprime le débit du fluide sortant de V, (à tra- 
vers $.). En appliquant le théorème de Ia moyenne au second mem- 
bre, on obtient 


(f (adS)=|V,|diva, (ti) 
Se 
où | V, | est le volume de V,, a; la vitesse du fluide en un point 
de V,. En divisant les deux membres de (6) par | V, | et en passant 
à la limite pour € — 0, on obtient en raison de la continuité de 
div a: 


£—+0 


: : 1 ( ” 
diva=lin pr |] (a dS). (7) 
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Donc, div a représente le débit en un point À = (x, y, z) de sources 
continüment distribuées sur G. Si div a = 0 en À (ou partout sur 6), 
c’est que le débit des sources est nul en À (ou partout sur G). Si 
div a < 0, c’est qu'il y a bien débit au point considéré. 

ÎT est clair que pour des raisons d'ordre physique div a est inva- 
riant par toute transformation du système de coordonnées. Par des 
raisonnements mathématiques on aboutirait du reste à la même 
conclusion. 


On sait (voir tome I, chap. 10, $ 18) que le produit scalaire est invariant 
par un changement de coordonnées, donc il en est de même de la divergence (qui 
est égale au produit scalaire du vecteur V par le vecteur a). On admet évidem- 

Ô Ô (, 
ôr * y 2 &) 
transforment avec: les mêmes formules que celles de vecteurs ordinaires. Plus 
exactement, sit les formules de passage des coordonnées (x, 22, xs) aux 
coordonnées (Yi, Yss Ys) sont 


ment (par définition) que Les coordonnées du vecteur V — 


yi= ÿ asts  (=1, 2, 3), (&i 


g—=1 
où “ — (&,;) est la matrice orthogonale correspondante, alors 


3 
0 à 
Fr 2 uses Ut 2,3). (9) 
=1 | 
En appliquànt l'opérateur de Hamilton à la fonction f, on obtient 


vi, RER —) = ( 0h 0e. +). 


Ôti * ÔTo * 0x 0x, * 0to ? ts 


On reconnaît ici le gradient de la fonction f. Donc Vi = grad f, f étant cousidé- 
rée comme un scalaire. 
Dans les coordonnées (y1, Y2: Ya), On à 


SL) of 0f )= Op: OP 5 07. 
Visas = | 0Y1 * ÔYo ? ya. L 0Y1 Ho Ty kr, 


OÙ di, J1, &1 sont les vecteursunitaires correspondants. Ceci étant, en vertu de (9) 


8 
ôf | 8 . 8 , 8\, «x di L | 
Zone tee tou )fe Danse (=1,2, 3. (0 


s==1 


Les formules (10) sont compatibles avec les règles de dérivation de la func- 
tion composée f (x1, Ze, Ts), OÙ 


3 
D b2 Qsÿy (s—=1, 2, 3). (11) 
CS : 


Les formules (11} permettent de passer inversement des coordonnées (71, Yas L3) 
aux coordonnées (z1, Zo, Ta). 
On a établi les formules (10) à l’aide seulement du calcul symbolique. 
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Si maintenant un champ de vecteurs est défini dans deux systèmes de coor- 
données (71, To, Za) et (Y1+ V2, Ya) respectivement par 


æ — dj (x, Las Za) U + &o (Z1: Lo T3) ] su 3 (21: Lo: Ts) k = 
= dy (V1 Vas Vs) TT Ve (U1: Yes Ya) J1 + ba (Yu Vos V3) Ki 


où les coordonnées (b;, b:, b4) sont reliées aux coordonnées (a, a,, a3) par les 
formules (8) et (11), alors on a en un même point 


83 


3 3 3 3 3 
DE PPT EP IRPES 
s— = 


i=1 = 1 s—1 s—= À 


Nous avons donc montré l’invariance de la divergence par tout changement 
de coordonnées uniquement à l’aide du calcul symbolique. 


La formule de Gauss-Ostrogradski est valable pour le plan aussi. 
En effet, si G est un domaine du plan xOy sur lequel est défini le 
champ de vecteurs 


ae y) = P( y) à + QG, y), ? 


et si n (A) est la normale exté- 
rieure à un contour le G(4E€T) 
différentiable par morceaux, alors 
la formule de Gauss-Ostrogradski 
devient 


| (+ &) dx dy "1 (an) ds, ne 


A 


où ds est la différentielle d'arc de [. 
Si l'on admet que le sens de la tangente à [est confondu avec 
le sens direct de parcours de T', alors (fig. 102) 


cos (n, OUx) — cos (T, Oy) — _ , 


cos(n, Oy)=cos[a—(T, Oz)] = — cos (T, Ox)= — À. 


Donc 
(an) ds — P dy —Q dx, 


|| (+) dx dy — À (P dy — Q dx). 
é J 


Si l'on remplace P et Q respectivement par Q et —P, on retrouve 
la formule de Green qui a été établie au $ 7. 
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$ 14. Champ solénoïdal 
On dit qu un champ de vecteurs 
a = Pi + Qj + Rk 
défini sur un domaine S est solénoïdal si sa divergence est nulle. 
diva =0, (x, y, 2) € Q. 
D’après le théorème de Gauss-Ostrogradski, on à pour un tul 
champ 
[ (an) as — | TT div « da dy de = 0, 
où S est une os. différentiable par morceaux fermée orientée 
(vers l'extérieur de w) limitant le domaine 6 € © € Q. 


Fig. 103 Fig. 104 


En particulier, si 
S=Si+s: 
(fig. 103), alors 
(| (an) dS + | (an) aS — 0 
S: CA 
ou 
(an) as — | (an) dS, 
Si S 


où #3 est la surface S, orientée dans le sens contraire. 
Considérons dans © un domaine « (fig. 104) en forme de tube 
limité par une surface S composée de trois morceaux différentiables : 


S = Si + Sa + S3; 
on admet que le vecteur a est tangent à S.. Alors 


\| (an) dS — 0 
Sa 


E 
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| | (an) as + | | tan) as —0 
Ch Se 
ou 
{ (an) dS — (l (an) dS. 
Si S> 
On voit que le flux du vecteur a à travers S2 est égal à celui 
traversant $,, autrement dit si a (x, y, 2) est par exemple la vitesse 


d'écoulement d'un fluide dans Q, alors la quantité de fluide qui 
entre dans le tube par unité de temps est égale à celle qui en sort. 


$ 15. Formule de Stokes 
Soit donné un champ de vecteurs continûment dérivable 
a— Pr, y, 2 i+Q (x y, 2j+RG, y, 2)k 


sur un domaine de l’espace £'.. Au $ 4 on à défini la notion de rota- 
tionnel d’un vecteur a: 

_{ôR 8Q\.,/(0P 8R\,, {0Q  @P 
rota=vxa=(—") + (SE —) i+(-) #e 
On sait (cf. tome [, chap. 10, $ 18) que le produit vectoriel de 

deux vecteurs est invariant par tout changement de systèmes de 
coordonnées rectangulaires de même orientation. Donc rot a — 
= V X a est invariant par tout changement de systèmes de coor- 
données rectangulaires préservant l'orientation. Si dans les nouvel- 
les coordonnées le vecteur a s'écrit 


a=P,(x,y,2)i+Q,y,2)} +R(@,y',z)k, 

alors sans faire de calcul on peut dire que 
0R 80\.,/0P 6R\. 8 8P\, 
ra hole Sie es 
= (5 ai + (2 0R, \ . 


#1 
ôy" 62! o7 oz 1 + ( PRET IE 
où & ,j et k’ sont les vecteurs unitaires du nouveau système de coor- 
données. 
Si le contour orienté T est fermé, alors l’intégrale curviligne du 
vecteur a prise le long de l' s’appelle circulation du vecteur a le long 
de l' et se note 


00, op; k'. 


j(ad)=\(Pdr+Qdy+R dr). 
T T 
di est un vecteur de module égal à la différentielle d’arc de F, 
orienté dans le sens direct de la tangente à F. | 


299 ANALYSE VECTORIELLE [CH 


On se propose de prouver la formule de Sitokes 
| (rot a as+)— || (n rot a) dS — | (a dt), (1) 
s% S r 


qui dit que le flux du vecteur rot a sortant de la surface orientée S° 
est égal à la circulation du vecteur «a le long du contour T de S* orienté 
conformément à l'orientation de S*. On rappelle que S* désigne la sur- 
face S orientée. Commençons par prouver la formule de Stokes pour 
une portion différentiable se projetant de façon unique sur les trois 
plans de coordonnées. 

Considérons une portion de surface différentiable orientée S* 
de frontière l' différentiable par morceaux, définie par l’une des 
trois équations suivantes: 


z— ft, y), (& y)ES,; x =f:(y, 2), (Y, 2ES,; 
y = fs z, x), (2, t)E Sy. 


On admet donc que chacune de ces équations est soluble par rapport 
à une variable quelconque et que les fonctions },, jf, et f, sont continû- 
ment dérivables sur les projections respectives de S sur les plans de 
coordonnées. On a 


il (n rot a) dS — if (S-S) cos (n, Ox)+ 
S S 


se (5 _— T ) cos (x, Oy) + (S > _— } cos (72, O2)} as. (2) 


Considérons les termes du second membre contenant ?. Alors 
(voir explications plus bas) 


—\\ + cos (nr, Oz) + cos (7, Oy)} dS — 
s 


=-[((S 2 }cos(n, Oz) dS — 
s 


ô 
=—|5P( Y1 Ja (x, y)) dx dy — 
SZ 
| P@. Y: f(x, y) de = | P (a, UE z) dx. (3) 
T'z r 


Comme grad (f, (x, y) — z) est orthogonal à la surface z — 
— f1 (x, y), alors les cosinus directeurs de la normale au point 
(x, y, f1 (x, y}) sont proportionnels aux coordonnées du gradient: 


êh, Shi, ( 


Ge — 1) = cos (7, Ox) : cos (n, Oy) : cos (n, Oz). 
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D'où 


ôf: 
0y 


cos (n, Oy} - — cos (n, Oz), 

ce qui entraîne la première égalité de (3). La deuxième égalité 
résulte de la formule (6) du $ 12 et de la règle de dérivation d’une 
fonction composée. La troisième égalité découle de Ia formule de 
Green et la dernière enfin du fait que les équations du contour 
sont de la forme 


z=pls), y—=v(s), z = Xx(s) = (6 (s), Ÿ (s)), 
c'est-à-dire que dans les deux dernières intégrales curvilignes de (3) 
dx =q"(s) ds 

et le long du contour l', 
P (x, ÿ; fa (x, y)) — ( (s), Ÿ (s), f1 (p (s), Ÿ (s))) LL 
— P{p{s), p{s), x (s)}, 


ce qui est égal à P (x, y, z) sur TL. 
On démontre de façon analogue que 


| Î ( cos (n, Oz) + cos (2, CP) ds — À Q(x, y, z)dy, (4) 
5 


| 


FT (Ru cos (n, O2) cos(n, Oy)) 45 | R(z wa) ds (5) 
> T 


La formule de Stokes (1) découle de (3), (4) et (5). 

Nous avons établi la formule de Stokes pour une portion de sur- 
face orientée se projetant simultanément sur les trois plans de coor- 
données. Il existe encore un cas simple important qui a échappé 
à notre étude, le cas où 0* est contenue dans un plan parallèle à l’un 
des plans de coordonnées. Le théorème de Stokes est aussi valable 
pour un tel 6*. On pourrait s’en assurer par des calculs directs iden- 
tiques à (3). Mais on peut procéder comme suit. Les intégrales entrant 
dans la formule de Stokes sont invariantes par tout changement de 
coordonnées rectangulaires préservant l'orientation. On peut tou- 
jours changer de coordonnées de telle sorte que o* se projette de façon 
unique sur les plans de coordonnées du nouveau système (faisons 
par exemple coïncider notre plan avec le plan passant par les points 
(1, 0, 0), (0, 1, 0) et (0, 0, 1)). Or, le théorème a été prouvé dans 
ce cas. 

La formule de Stokes est valable pour toute surface orientée S* 
de frontière T différentiable par morceaux, décomposable par des 
lignes différentiables par morceaux en un nombre fini de portions 
différentiables se projetant sur les trois plans de coordonnées. 

En effet, soit SŸ = 6? +... + of une telle partition de S* 
et soient T1, ..., x les contours orientés respectifs de of, . . . 


e* 
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.., ON- D'après ce qui a été démontré plus haut 
N 


| (rot a do) — s {( (rot a do) = Ÿ | (a dt)= | (a di, 
; | 


3—=1 5; 3=1 T'; r 


car les intégrales À (j = 1, ..., N) sont prises deux fois dans des 


L'; 
sens opposés le long des portions intérieures de T'; (n’appartenant 
pas à l) et par conséquent, s’annulent mutuellement. 

Une surface orientée décomposable en un nombre fini de triangles 
(plans) s’appelle surface polyédrale et nous fournit un exemple de 
surface élémentaire à laquelle s'applique la formule de Stokes. 

Faisons encore une remarque. Supposons que of désigne un disque 
dûment orienté, de centre À — (x, y, z), de rayon €, de vecteur 
normal # et de contour orienté y.. La formule de Stokes nous dit que 


| (a dl) — \ (n rot a) do, — | rOtr & dOe — | Oo | “rot, a, 


Ve Ce Se 


où rot, & est une fonction scalaire égale à Ia projection de rot a 
sur la direction de #, rot, &, la valeur de cette fonction en un fraint 
médian de 6.. De là il s'ensuit que la fonction rot, a prend au point 
À la valeur 


rot, a — lim 


| (a dl), (6) 


Ve 


où l’on admet que le vecteur # est constant lorsque & —- 0. Le sucand 
membre de (6) est le même dans tout système de coordonnées direct 
(resp. rétrograde). Mais si l’on passe d'un système direct à un rétro- 
grade, le vecteur a restant constant, le sens de parcours de 6, change, 
entraînant une inversion du signe du second membre de (6). Donc, 
on s'assure de nouveau par un tout autre chemin que rot a est inva- 
riant par tout changement de coordonnées rectangulaires préservant 
l'orientation. 

REMARQUE. Exhibons des formules faisant intervenir le hamilto- 
nien Ÿ, qui nous seront utiles en analyse vectorielle. 


On a 
diva={(V,a), rota—=VXxa, gradf = Vf, 
où / est une fonction scalaire et a un vecteur. 
{) | rot [grad fl = V X Vf = 0, 
puisque les vecteurs V et V} ne diffèrent que par un facteur scalaire. 
Ce fait est directement prouvé au $ 4, théorème 2. 
2) divrota=(V, VX a) = 0, 
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puisque le vecteur V est orthogonal au vecteur Ÿ > «a. 


3) div (fa) = (V, fa) = (Vj, a) + j(V, a). 
En effet 


(9, ja) = SE (IP) + (IQ) + 2 UR) = 


FfxP + fyQ+fR+f(Pa+Qu+R:)=(Vi,a) f(V,a). 

4) Il est immédiat de vérifier que grad ÿg — f grad g + g gradf 

ou sous la forme symbolique Vfg = fVg + gVf. Donc, l’opéra- 

teur V agit sur le produit de deux fonctions comme un opérateur de 
dérivation. 


D) rot (fa) = f rot a + grad f X a 
ou 
V Xfa—f(V x a)+\fx a. 
6) div (a X b) = (b, rot a) — (a, rot b) 
ou. 
(V,aXb)=1(b, VX a)— (a, Ÿ X b). 
: 6?f 6? CE 
D div grad = HE + RE + DS Af, 


où À est l'opérateur de Laplace. 11 est évident que 
(V, V}) = Af. 
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CHAPITRE 4 


SÉRIES DE FOURIER. INTÉGRALE DE FOURIER 


$ 1. Séries trigonométriques 


On dit qu’une fonction jf (x) est périodique (et de période «) si 
elle est définie sur l’axe des réels tout entier et si 

| Î& +a)=f() 
quel que soit x. 

Les fonctions trigonométriques 

4, cos x, sin +, cos 2x, sin 27, COS 3x, ... 11) 

sont 21-périodiques. 

En fait, les fonctions cos kx et sin #x sont -périodiques. La 
constante y = 1 a une période aussi petite que l’on veut. Cependant, 


toutes les fonctions de Ia suite (1) sont 2n-périodiques. 
La fonction périodique 
s = f(t) 


décrit le mouvement périodique (oscillation) d’un point d’ordonnée 


s à l'instant t. 
La fonction (de période 22) 


s— Acos (t+0), (2) 


où À => 0, ! > 0 et «w sont des constantes, k£ un entier naturel, décrit 
l’oscillation harmonique d'un point d'amplitude À, de phase « et 
de fréquence k. 

La fonction (2) est de période 2[/k, c’est-à-dire qu'une oscillation 
a lieu durant un intervalle de temps égal à 2//k. Le nombre d'oscilla- 
tions en une unité de temps est 4/21. C’est ce nombre qu'on devrait 
appeler fréquence des oscillations. 

Signalons que la fonction 


k “215 RE ME: 
Qu COS À + ba sin + (1 ai + bi > 0), 
où k est un entier naturel, définit des oscillations harmoniques, car 


AT .. KT 
&n COS nn sin 7 te 


ti] SERIES TRIGONOMÉTRIQUES Ar 
CEE ak kT tp AT ’ 
Ve COS —— À a SL 
V ai ht À Va +6 D 


: { EX 
— A7, COS (+ t-+ on | k 


À; = Var + b;, 
et wx est déterminé de façon unique à partir des relations 


OSor<2r, a/VaiFhi=cosor, br/V a+ 08 sin ©. 


Les oscillations du pendule de la fig. 105 nous fournissent un exemple 
d’oscillations harmoniques. Soit donné un pendule composé d un ressort sus- 
pendu en un point B et d’une charge de masse m» dont la 


coordonnée z du centre de gravité est nulle à l'instant DÉS BLEE 
t — 0. On applique une force dans le sens de l'axe Oz à SR — 
l'instant { — 0, qui communique une vitesse 7’ — pi à la 


charge. Désignons par z = 2 (t) l'écart par rapport à la 
position d'équilibre. En première approximation, la loi 
de Newton nous'donne m2” — —kz, donc 


z" L v2z — 0 (=>). 
nm 


La solution générale de cette équation différentielle est 
z = C; cos vi + Ca sin vé, 
où C. et C, sont des constantes arbitraires. Comme 
z(0)=0, (0) = p, 
alors Fig. 105 
H 


, I 
2= À sin vi= 4 cos { vt—+), A=%, 
V A RE: 


et l’on voit que le centre de gravité effectue des oscillations harmoniques. 


On rencontre les mouvements périodiques dans de nombreuses 
branches, notamment en théorie de l’élasticité, en acoustique, en 
radiotechnique, en électronique, etc., et dans tous ces domaines les 
oscillations harmoniques sont les mouvements périodiques les plus 
simples. 

La somme d'un nombre fini de mouvements périodiques de période 
donnée 2{ est un mouvement périodique complexe 


ñn 
a kT ._ KT 
S,()=-2+ 5 (anvos ++ bn sin tt). (3) 
R=1 
Nous avons désigné par as/2 le terme d'indice 0. Nous verrons plus 
bas la commodité de cette notation. 
15% 
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La série convergente pour tous les t 


a kAR ,, >. “AT 
ft) = > (ax cos —— 1 +- b, sin —t) (4) 
k=1 
s'appelle série trigonométrique. 
Les nombres a, et b, sont les coefficients, 
k : 1 
y COS — t + b, sin + A 


sont les termes de la série ou les harmoniques (correspondant à k) 
ExEmpLe 1. Les figures 106 à 109 représentent les graphes des 
quatre premières sommes partielles de la série 


2k—T ae ee da 


= Sin(2k—1}x sinr sin3x , sinôr sin fx 
D sr 7 — + + —7— 
k=1 
ut celui de la fonction 
14, , 0O<r<a, 
Pa) 0, b=0, +=", 
| —ni4, —n<rz<t(. 
La dus 106 représente les graphes des fonctions 4 (x) et S, 1x) = 
= sin x. La figure 107 représente les graphes de 5, (x) et de : — = 


et en ligne grasse celui de la fonction 
S2(2) = 84 (x) + 


La figure 108 représente en pointillé les is des fonctions %,(r) 
t sin 9% 
SES 


A Cu 


et en ligne grasse celui de 


_e 24 


53) = 82) + —— 
‘et ainsi de suite. Sur la figure 109, on Soil déjà que 
lim S, (x) = +d(x), x El—n, nl. (1) 
Cette relation a bien lieu (cf. $ 4 plus bas). Les fonctions S, (x) 
sont 21-périodiques quel que soit 7: 
| S,.(x + 2n) = S, (x). 

Prolongeons la fonction 1} (x) à à l’axe réel tout entier en une fonc- 
tion 2x-périodique. Elle sera alors représentée par un graphe du 
genre de celui de la figure 110. L'égalité (5) étant réalisée pour tous 
les x € ]—n, x], et les fonctions S, (x) et 9 (x) étant 2n-périodiques, 
on à 

lim S, (x) = (x) (x € Ï—æ, ol), 


n +00 


si] 
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Fig. 106 


Fig. 109 
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[CR 


A 
FA 
aff 
nt sas” 
fes 
eu os. 


Fig. 112 


ExEMPLE 2, La figure 111 représente les graphes de trois fonctions 
2x-périodiques : 


S' (x) = sin z — Aie (ligne grasse), 


my S02r Sir itillé 
S3 (x) = sin — — LE (traitillé), 
S, (x) = sin x — 52 dx , singr Sinér 


nn —Ù— ee —— 


+ (pointillé) 
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nr 

sin #x 

Pour les nr grands, le graphe de la somme S,, (x) — D Eire 
k=1 


est représenté sur la figure 112. On remarque que la fonction limite 
S'(x) = lim S, (x) 
ñn—0o 
est une fonction 2n-périodique définie par 


s (= | 


(voir justification au $ 4). 


z, xE]—n, nf, 
0, TH 


$ 2. Convergence des séries trigonométriques 


Soit donnée la série trigonométrique 


a kT .. kT 

ot D(a cos x+bsin x). (1) 
k=—1 eo 

Pour étudier la convergence de cette série, il faut étudier celle de la 

série majorante 


| a : 
TRE D (ant+ bn |) 2) 
k=1 
dont les termes sont supérieurs en valeur absolue à ceux de (1): 


A cos z <a h, | bn sin z|< br L. 


Il s'ensuit que si la série (2) converge, la série (1) converge absolu- 
ment et uniformément pour tous les x (cf. tome I, chap. 9, $ 8, théo- 
rème 1). La série (1) peut converger sans la série (2). En effet, ses 
termes changent de signe une infinité de fois lorsque # varie, et elle 
peut converger si ses termes négatifs et positifs se compensent. 
Pour établir la convergence de telles séries on dispose des critères 
de Dirichlet et d’Abel !) (cf. tome T, chap. 9, $ 8, théorèmes 3 et 4), 
qui sont favorables à l'étude des séries trigonométriques. 

S'il est établi que la série (4) converge uniformément et si ses 
termes sont des fonctions continues 2/-périodiques, alors sa somme 


f{a)=2+ 3 (arcs z+bisin Ta) (3) 
h=1 


1} Niels Henrik Abel, mathématicien norvégien (1802-1829). Gustav Le- 
jeune-Dirichlet, mathématicien allemand (1805-1859). 
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l’est également (cf. tome I, chap. 9, $ 8, théorème 2 et $ 9, théure- 
me 2) et la série (35) est intégrable terme à terme. 

La série (3) peut être formellement dérivée terme à terme por 
rapport à x: 


__ 


kT .. TN kAi 
>» = (— an sin = x + by cos z) 


et être majorée par la série 


D art + bn 1). (5) 


La convergence de la série (5) entraîne la convergence uniforme de la 
série (4). Bien plus, un théorème classique de la théorie des séries 
uniformément convergentes nous dit que la somme de la série (4) 
est la dérivée de la somme de la série (3), autrement dit 


© 
’ EL k5 KT ki 
f (x) — > ï (—ax sin —— x +0, cos x). 

k=1 

De façon générale, si la série 
kn \s É. 
D (+) Crau 1+ br D < 00 
k=1 


converge pour un entier naturel s, alors il est licite de dériver s 
fois la série (3). 

Il n’est pas exclu du reste que la série (3) soit dérivable s - | 
fois. 

ExeMmPLe. À quelle classe de dérivabilité appartient la série 


2: 9° coskz (0<qg<1)? 
k= 
Dérivons formellement s fois : 
. sk f COS kx 
F2 k'q ru 
= 


Los) 


La série majorante .ÿ\ k°g* (0  qg < 1) converge quel que soit « 


k=1 . 

grâce au critère de D'Alembert. Donc, la série étudiée peut être déri- 
vée autant de fois qu’on le veut, c’est-à-dire appartient à la classe 
CS: 
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ExERcICE. À quelle classe de dérivabilité appartiennent les séries : 
Sin kzx COS £T 
a) >, ki ? b) k3 ? 
h=1 k=1 


c) D, q* (ax cos kx + b, sin kx) (0<g<1, lat, ia | < M). 
k=1 


Même question pour les sommes de ces séries (cf. tome I, chap. 9, 
$ 9, exemple Î). 


$ 3. Série de Fourier 


Soit donnée une fonction f (t) 2l-périodique telle que 


F=R+ D (ar cos 1 + bu sin t), (1) 
k=1 

c'est-à-dire que j (t) est la somme d’une série trigonométrique pour 
tous les £{ (ou pour tous les ft à l'exception de quelques valeurs isolées). 
Est-il possible de remonter des coefficients a, et b4, à la fonction 
f (t)? Fourier !) a apporté une contribution essentielle à la résolu- 
tion de ce problème en prouvant notamment que les coefficients 
a, et b de la série trigonométrique de la fonction 2/-périodique f (#) 
s'expriment à l'aide des formules 


I. 
| ax = À cos #7 (2) dt (E=0;1,2,;:50) 
(2) 
| ba |sinrf(t)dt (-—1,2,. .). 


Les coefficients a; et b;, s'appellent coefficients de Fourier de la 
fonction f (t), la série (1), série de Fourier de la fonction f (t). 

Ces formules étaient connues d’'Euler pour une classe plus étroite 
de fonctions. C’est pourquoi on les appelle encore formules d’Euler- 
Fourier. 

Au $ 6 on établira les formules (2) sous l'hypothèse que la fonc- 
tion 2/-périodique j (t) se développe en une série trigonométrique 
convergeant uniformément vers celle. 

Signalons que les physiciens considèrent que tout mouvement 
périodique complexe, que ce soient les oscillations mécaniques d’un 
point d’une corde vibrante, des oscillations électromagnétiques ou 
des oscillations liées à la propagation du son, se décompose en oscilla- 


1) Jean-Baptiste Joseph Fourier, mathématicien et physicien français 
(1768-1830). 
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tions harmoniques, autrement dit, tout mouvement périodique comn- 
plexe est la somme (finie ou infinie) d’oscillations harmoniques 
simples de même période. II est parfois très important de distinguer 
dans un mouvement périodique complexe l’oscillation harmonique 
qui correspond à une fréquence k# donnée. Les physiciens se servent 
de résonnateurs pour effectuer cette opération. Les mathématiciens, 
eux, recourent au calcul. Si le mouvement périodique est décrit 
par une fonction f (£), ils calculent les coefficients de Fourier « 
et b;, de f (t), et le k-ième SR ne cherché est de la forme 


ag COS — À + b, sin = L. 


A noter que si la ie f (t) est a- -périodique et intégrable sur 
l'intervalle [0, al, alors 


a a+À 
\ f (x) dx = | f (x) dx 3) 
0 à 
pour tout À réel (cf. tome I, chap. 6, $ 4, exemple 8). 
La relation (3) exprime notamment que les coefficients de Fourier 
d'une fonction f (t) 2!-périodique peuvent se mettre sous la forme 
h +21 
a À f(t)cos- Prat (k—0, 1, 2, ...), 
À 
, +2 
= | f{sin id (k=1, 2, ...), 
J 


« r . . . KT TT 
où À est un réel arbitraire, car les fonctions cos T1 et sin "A sunt 


2l-périodiques et le produit de fonctions 2/-périodiques est aussi nur 
fonction 2/-périodique. 

Signalons que si la fonction f est paire sur l'intervalle [—a, «li. 
alors (cf. tome I, chap. 6, $ 4, exemple 6) 


a 


| je 2 | jt ar. 
0 


— 


Si la fonction f est impaire sur l'intervalle [—a, a}, alors (cf. tome | 
chap. 6, $ 4, exemple 7) 


f (x) dx = 0 


La fonction cos Er est paire, la fonction sin F4, impaire. De 
plus, le produit de joue fonctions paires ou impaires _ une fonction 


La 
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paire, et le produit d’une fonction paire par une impaire est une fonc- 
tion impaire. Donc, pour une fonction j (t} 27-périodique paire on a 


a+ | f(æ)cos FE rdr (k—0, 4, 2, ...), 
0 


b, — 0 Lt 2:28) 
et pour une fonction impaire 
ay = 0 (4=0, 1, 2, se.) 


Î 
+ | j(sinzde (k=1,2, 
0 


ExempLe. Développer la fonction (2x-périodique) f (x) = r° 
en série de Fourier (x € [—x, xl). 


—— us un —…— ne auf d0— 


| 


2x: x 


Fig. 113 


Cette fonction étant paire, sa Série de Fourier n’est composée 
que de cosinus (b4 — 0). Calculons les coefficients a, : 


DL A 
a 1 n°? 
= — \ 22 dr = — 
2 nm | 
() 


et 


IL 


PLA 
Es | x sin 4x dx 
0 ka 


EL 
2 2 Sin £r 
dy — Er | 22 cos kr da = —rè —— 
6 


FL" 
À cos kzx dx = (— 1 + (4 [> 0) 


0 


mt 4 


0 nk? 


___ 4x cos kx 
U Onk  k 
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L'on 


(pee cos #e (arr). 


h=i 
Le graphe de cette fonction est représenté sur la figure 113. 


$ 4. Critères de convergence des séries de Fourier 


Pour simplifier l’écriture on envisagera des fonctions 21-périodi- 
ques. Les raisonnements sont les mêmes pour des fonctions 2/-périodi- 
ques, où / est arbitraire. 

On sait qu’on appelle série de Fourier de la fonction 2x- périodique 

f (x) la série trigonométrique 


OC 


y . ; 
+ D, (ax cos kx + b, sin kx), (1) 
k=1 
dont les coefficients a, et b, sont donnés par les formules 
IT 


ar = + f(x)coskx dx (k-=0, 1, 2, ...), 
L (2) 
by = — | f (x) sin kx dx (=: 2 0): 


On voit que pour que série de Fourier de la fonction jf ait un sens 
il faut que les intégrales (2) aient un sens aussi. 

Dans la suite, les intégrales (2) auront toutes un sens, car les 
fonctions envisagées sont bornées et continues ou continues par 
morceaux sur l'intervalle d'une période. 

Voyons à quelles conditions doit satisfaire une fonction f (x) 
pour être la somme de sa série de Fourier. Cette question a été ample. 
ment traitée par les mathématiciens. Nous nous contenterons de 
formuler quelques critères de convergence des séries de Fourier sans 
les prouver. 

Si une fonction f (x) 2n-périodique est continue sur l'axe des réels 
tout entier et possède une dérivée continue par morceaux sur l'intervalle 
d'une période, alors sa série de Fourier converge uniformément vers 
elle: 


O0 


f(x) = + S' (a, cos kx + b, sin kz). 


k==1 


EXEMPLE 1. La fonction 14 (x) — x (x € [0, sl) est 2x-périodique 
paire et vérifie visiblement les conditions du critère ci-dessus (voir 
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graphe de la figure 114). On a 6, = 0 et 


KES 
2 L 
Ag = — zx cos kx dx — 
I CA 
0 


| Ë H' 
ee. nee | sin Æx dx =- 3 cos kz | = 
fñ k n x 1£* 
0 
1F 
= À (cos kx — 1), = — | r = +. 
0 
Donc 
US D 0e ne (E=A, 9315) 
0 3 2h : 2} —1 nm (2k— 1) Ù CRE, L 
D’après le critère précédent, 
ee COS (24 — 1)z 
en 2 oem dre) 


R=1 


la convergence étant uniforme. 
Le fait que cette série converge uniformément résulte de la théo- 
rie générale des séries (critère de Weierstrass !). Mais il n’est pas 


Fig. 114 


trivial qu'elle converge précisément vers.4 (x). 

Signalons encore que la fonction 14 (x) n'est confondue avec 
y = x que sur l'intervalle [0, x]. 

Formulons maintenant le critère de Dirichlet de convergence d’une 
série de Fourier. 

On dit qu'une fonction 2n-périodique f (x) vérifie la condition de 
Dirichlet si l’on peut exhiber une subdivision 0 = 4, 4, Lx: <<... 
...<aæn = 2x de l'intervalle [0, 2x] telle que f (x) soit bornée et 
monotone (croissante ou décroissante) sur les intervalles Jx;, x;+.l 


1) Karl Weierstrass, illustre mathématicien allemand (1815-1897). 
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et qu’en chaque point x; de discontinuité de Î 
1 
fa) = + (+0) + f Ce; —0)), 


c'est-à-dire que la valeur de f en x; est la moyenne arithmétique 1e la 
limite à droite et de la limite à gauche de f en x;. 
Si une fonction f (x) 2n-périodique vérifie la condition de Dirichlet, 


Fig. 116 


alors sa série de Fourier converge vers elle pour tout x: 


+Y (ax cos kr + b, sin kr) (— 00 << x < 00). 
. 


+ 


F (x) — 


ExempLrEe 2. La fonction 2x-périodique 


n—x, 0O<r<2n, 
P (2) 0 x =0 
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vérifie la condition de Dirichlet (cf. graphe de la figure 115). En 
effet, soit la subdivision 0 = x, << x, = 2n. La fonction ® (x) 


est strictement décroissante et bornée sur l'intervalle J]x,, xl. 
De plus 


? 


e (0) _ P CHI (0— 0) __ see) — (0 


one tete RUES ES 


La fonction ® (x) étant impaire, ses coefficients de Fourier sont: 


ox=0 (k—0, 1, 2, .:.); 


T 


2 : 2 cos kz ÎT 
be = À (na) sin ke dr — LE (n 0) SEP 
(U 
2 f 2 2 sink 
COS #zx. sin &#r | 2 _… 
+ k dx = + — nk FA "NES 2 (x = 1, 2, ) 


Donc 


p (x) = 2 D IE ( o<r< oo). 


R=1 


Exercice. Développer en série de Fourier la fonction 211-périodi- 
que définie sur l'intervalle [—n, xl par (fig. 116) 


T, xC] TA; nl, 


= | 0, = +. 


u 


Réponse. 


Fe), japan, 


hk--1 
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$ 9. Propriétés orthogonales des fonctions 
trigonométriques 
Considérons la suite de fonctions trigonométriques 
À, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . .. (1) 


On a les formules importantes (et de vérification aisée) suivants! 


( 0, kæi 
| cos kr cos 1x de — | | nu 
” I; k — 1, 
— 
ELA 
ù | 0, kÆlI, 
| sin kz sin Lx dx 7 
JT; k — l, 
a: 
7 
| cos kx-sin Ex dr --Q (k, 1—1, 2, 3, ...), (2) 
Jr 


A 


| cos kz dx = 0 (& —1, 2h52), 
: 
| sin kz dx — 0 (= ts2, 152) 


— ST 


À dr — 27. 


De (2) il résulte que l'intégrale sur [—n, xl du produit de deux 
fonctions quelconques de la suite (1) est nulle. 

Cette propriété se formule ainsi: les fonctions de la suite (1) sont 
orthogonales sur l'intervalle [—n, al. 

D'autre part, il s'ensuit des formules (2) 


{ LL 
| cos x di = 7, 


—T 
ELA 
À À sin?kx de x ÈS RE (ti) 
1 
LA 
| 124 271. 


EE 
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Exercice. Etablir les formules (2) et (3) pour les fonctions tri- 
gonométriques 


1 us PEL 27 ._ 27 
; COS &, SIN —- T, COS—— 2, SID—— 7, 


INDICATION. Effectuer des calculs directs ou faire le changement 
— dans les intégrales (2) et (3). 


$ 6. Coefficients de Fourier 


Soient données une fonction f (x) 2n-périodique et sa série de 
Fourier uniformément convergente vers jf (x): 


f(a)= + S (ax cos kx + b, sin kx). (1) 


pe | 


La somme jf (x) est une fonction continue (sur l’axe des x tout 
entier), car chaque terme de la série (1) est une fonction continue 
et la série (1) est uniformément convergente (cf. tome I, chap. 9, 
$ 8, théorème 2). 

Multiplions les deux membres de (1) par cos mx, où m est un 
entier naturel. La fonction cos mx étant continue et bornée, la 
série obtenue est constituée de fonctions continues et converge 
uniformément vers la fonction continue f (x) cos mx. En intégrant 
cette série uniformément convergente de fonctions continues sur 
l'intervalle [—n, x] (ce qui est licite), on obtient 


| f (x) cosmzx dx + cos mx Àx + 


os 


IT 
+ > ar : COS x cos meer + UE sin £x Cos ma dx )= 
ee à 


non (nel; 2; +) 


. La deuxième égalité résulte des formules (2) du $ 5 (propriété 
d’orthogonalité des fonctions trigonométriques). 
On obtient de façon analogue 


JT : 
| Î (x}sin mx dx = bn (&=1; 2; ...) 


16—-0687 
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et 
Î rte |1œ4 > (ax À cos 47 de by | sin ke dr) = 
ai E =i TH — TH 

— RE D 


en vertu des trois dernières formules (2) du $ 9. 

On rappelle que les nombres a, et b, sont les coefficients de 
Fourier de la fonction f, et la série (1), série de Fourier de f. 

Nous avons ainsi prouvé que si une fonction f est la somme d'une 
série trigonométrique (1) uniformément convergente (pour tous les x), 
alors les nombres ax et b, sont nécessairement les coefficients de Fourier 
de la fonction ]. 

REMARQUE 1. Toute série trigonométrique uniformément convergente 
est la série de Fourier de sa somme. 

REMARQUE 2. Les raisonnements sont les mêmes pour une fonction 
2l-périodique. 


$ 7. Estimation des coefficients de Fourier 


THéorime. Si f (x) est une fonction 2n-périodique dont la dérivée 
d'ordre S est continue et telle que 
FO G)I< Ms (4) 
sur l'axe réel tout entier, alors les coefficients de Fourier de la fonction 
vérifient l'inégalité 
2M 2M 
else, ge Get, 2...) (2) 
D&MonsTRATION. En intégrant par parties et en tenant compte de 
ce que PR — }(n), on pi 


Œh = - Î f (&) cos kt dt — 


IH 


fi 
= rompt frotte 
Le r 
= + LE (t)sinktdt. (3) 
Donc | 
HLA 
al Mi = 
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En intégrant successivement le second membre de (3) par parties 
et en tenant compte du fait que les dérivées f', ..., f5-D sont. 
continues et prennent les mêmes valeurs aux points &é — —n et 
t = x, ainsi que de la majoration (1), on: obtient la première esti- 
mation (2). 

On estime les coefficients b, de façon analogue. 


$ 8. Espace de fonctions muni du produit sealaire 


On dit qu'une fonction jf (x) est continue par morceaux sur un 
intervalle la, b] si elle est continue sur cet intervalle à l'exception 
éventuellement d’un nombre fini de points où elle présente des dis- 
continuités de première espèce (ci. tome [, chap. 7, $ 4). La somme 
de fonctions continues par morceaux et leur produit par un nombre 
réel sont des fonctions continues par morceaux. 

On appelle produit scalaire de deux fonctions f et g continues par 
morceaux sur un intervalle [a, b] l'intégrale 

b . 


(F, @)= À f (@) (x) de. (1) 
Il est évident que si f, ® et 1 sont des fonctions continues par 
morceaux sur fa, b], alors 


1) (F, p) = (y, f). 


2) (f, f) > 0. L'égalité (7, f) — 0 signifie que f (x) — 0 sur 
(a, b] sauf éventuellement pour un nombre fini de points x. 


3) (af + By, D) = à (f, p) +8 (p, p), 


où æ& et B sont des nombres réels quelconques. 

Les fonctions continues par morceaux sur [a, b] pour lesquelles 
est défini le produit scalaire (1) forment un espace que nous désigne- 
rons par L, ou Z, (a, b). 

REMARQUE 1. On désigne généralement par L, (a, b) l’espace des 
fonctions f (x) intégrables-Lebesgue avec leurs carrés sur [a, b], pour 
lesquelles est défini le produit scalaire (1). L”’ espace L, est un sous- 
espace de Z,. Il ne possède pas toutes Les propriétés de L, (voir remar- 
que du $ 9). 

Des propriétés {), 2) et 3) on déduit l’importante inégalité de 
Bouniakovski (cf. tome E, chap. 10, $ 6, (6)) : 


LG, IG, FA (p, p)'2, 


qui dans le langage des intégrales s'écrit : 


b Sn —— 
| | 16) œ (x) dx |< V | f2(x) dx Vi 2 (x) de. 


8% 
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La quantité 
b 


1/2 … 
= (Trad) = np 
s'appelle norme de la fonction f. 
La norme jouit des propriétés suivantes: 


1) If 12 0, 


l'égalité n'étant réalisée que pour la fonction nulle f = 0, c'est-à- 
dire une fonction nulle partout sauf éventuellement en un nombre 
fini de points (cf. tome Î, chap. 6, $ 2, théorème 5), 


2) LE + <LIFI+NP HN, 
3) aff =lal-|f 1 


où & est un réel. 
La forme intégrale de 2} est 
b 


(| HOER ICI «(| f? (x )dx) (le (x) dx)" 


a 


et s appellé ‘inégalité de Minkowski. 
On dit qu'une suite de fonctions { fn} În € L,, converge en moyenne 
THIERS ou en norme) sur . b] ver va fonction fEE, si 


Him Mn fils lim ( Lin (a) —f (ae dz) "0. 


À noter que si une suite de fonctions }, (x) converge üuniformé- 
ment vers une fonction f (x} sur un intervalle [a, b], alors pour les n 
y assez grands, la différence f (x) — f, (x) 
doit être petite en valeur absolue pour tous 
les x € [a, b1. 

Mais si f, (x) tend vers f (x) en moyen- 
ne quadratique sur la, b], alors la différence 
en question peut ne pas être petite par- 
tout sur [a, b] pour les n assez grands. 
Cette différence peut être très élevée en cer- 
tains points de la, b], mais ce qui , importe 
c’est que l'intégrale de son carré sur [a, b] 
soit petite pour les grands n. 

Fig. 117 .  ExEMPLE. Soit donnée. sur l'intervalle 
[0, 4] (voir fig. 117) une suite de fonctions 
În (&) continues, linéaires par morceaux, telles que: 


fn (0) = fa (2/n) = fn (4) = 0, fn (Un) = 


1 


1 2 
& 
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Quel que soit nr naturel, 


max f(x) = Î, 
0<x<1 


donc cette suite ne converge pas uniformément vers 0 pour n — 0%. 
D'autre part, 
1 


i/n 

0-1) Rd) = (| (rap dr + 
ain A/n ; 

+ j Grnad)" = {2 | (nx}? dx = (+ }— 0, n —> 00, 

0 


autrement dit, la suite de fonctions {f, (x)} tend vers 0 en moyenne 
quadratique sur [O, 1]. 
Considérons la série 


| Re (2) 
La sommé de: ses n aa termes 
= ni itfate..+fn 
est une fonction de Le Si dans NA il existe une Ron j telle que 
11 — 60 1 —0,, 2 —+ 00, 


on dit alors que la série. (2) converge en moyenne nn LE vers la 
fonction f et on écrit ; 


f = +2 +ifs + 


REMARQUE 2. IL est possible d'envisager l' espace L, = L, (a, b) 
des fonctions complexes f (x) = f; (t) + if: il Où 1. et fe sont des 
fonctions réelles continues par morceaux.sur la, b]. Dans cet espace, 
les fonctions sont multipliées par des nombres complexes, le produit 
scalaire des fonctions: f (x) = ÿ, (x) + if, (x) et (x) = 1 (x) + 
+ ip, (x) est défini par: 

b b 
F, @)= | 100) pt) de — À Li (2) + ia (æ)] Los (x) — igs (x)] dz, 


et la norme de f par: 


…. RS " à ee. 
nue, Def pra) = (frere) 


b 
=(fR@+Aed)". 
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$ 9. Système orthogonal de fonctions 


On dit qu'une fonction € Li — Li (a, b) est normale si 


Loll= (p, PA = 1. 
Deux fonctions œ@ et ÿ de ZL{ sont orthogonales si (p, Ÿ) = 
Un système (fini ou infini) de fonctions 
Pis Pos Po se. (1) 


continues sur [a, b] est orthogonal si ces fonctions sont de norme 
strictement positive et sont deux à deux orthogonales. 
On dit que le système (1) est orthonormal ou orthonormé si 
; 0 pour 41, 
(Pr: Pr) — 5 ns 1 pour k=— 1, 


c'est-à-dire qu'il est orthogonal et chacune de ses fonctions est de 
norme f{. 


Tout système orthogonal fini de fonctions q;, P:, . .., On 
est linéairement indépendant dans L;', c'est-à-dire que la relation 
N 


ve anpx (x) =0, ze, b], 


où a, sont des nombres, entraîne que &, — 0. En effet, en multi- 
pliant scalairement les deux membres de cette égalité par œ;, (? = 
= 4,..., N), on obtient en vertu des propriétés linéaires du pre- 
duit scalaire 


N 
C2 Ps Pr) = (pr, qu) = 0 


et comme (4, m1) >> 0, on trouve que &,; = 0 (4 = 1, ..., A. 
Si fEL = E, (a, D) alors le nombre 


Ta (f, 9) (k—1, 2,...) 


s'appelle coefficient de Fourier de la fonction f par rapport à la fonc- 
tion , du système orthogonal " La série 


Î — 2 I _— DESSER (f, Pa) Pa (2) 


= 


ergendrée par la fonction j : L; s'appelle série de Fourier de la fonc- 
tion f sur le système orthogonal (1). 

Si le système (1) est orthonormal, alors || @ || = 1 (= 1,2 2 ou) 
et la série de Fourier de la fonction jf s’écrit sous la forme plus simple: 


f— D (f, x) Pr (3) 
Fi 
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Les coefficients de Fourier sont ici les nombres (f, :). Dans la suite 
on n’envisagera que des systèmes orthonormés. Le passage de systè- 
mes orthonormés à des systèmes orthogonaux est une simple affaire 
de calculs. 


Taéoreme. Si le système (1) est orthonormé, alors la norme 


N 
If — à Pa ||; 
K=4 


où f est une fonction quelconque de L, et «, des nombres quelconques, est 
minimisée par un système unique de nombres définis par 
ax = (f, Pa) (Œ = 1, ..., N), 
c'est-à-dire par les coefficients de Fourier de la fonction f. 
Donc, 


N N 
min | f— D ap, [| =|lf— À (f, px) p | (4) 
Xp k=1 R=—1 
et de plus 
5 Ge x) = (, fn — à (f, qu}. (5) 


ie pe a 


== 


N N N 
If À anpa = (f— D aps, 2 a;;) = 
N 
=(f, f)—2 D af, p)-+ D a — 
k=1 k=1 
N N 
= 2 L(f, En? 2x (f, qu) + aËl+ (7, D — 2 (, qu = 


ai = Du [ (7; Pa) — a] — (f, jf) — po (f, pr) >(f; pi À A Pa}? 


Il est évident que la dernière relation ne se transforme en égalité 
que si, et seulement si, à, — (f, 2) quel que soit 4. Ceci prouve les 
relations (4) et (5). 

De Ia relation (5) on déduit que 


N 
2 EE, 1) 


pour-tout N. Donc, si le système (1} est composé d'un nombre infini 
de fonctions vx, alors la série des carrés des coefficients de Fourier 
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de la fonction f converge et on a l'inégalité 


> (f, pK (F, P) (ü) 


appelée inégalité de Fr 

Un cas important est celui où le système orthonormé (1) est tel 
que l'inégalité (6) se transforme en égalité (égalité de Parseval- 
Stéklov ?) 


22. (F, a) (f, ?) (5) 


quelle que soit j € L:. 
Déterminons la signification de la relation de Parseval. Considé- 
rons à cet effet une fonction f € L; et sa série de Fourier 


f — > (f; Dx) Pre 
k=1. 


La somme des n premiers termes de cette série 


53 (x) = 2 (F Pa) Pn (x) 


s'appelle somme à l'ordre n de Ne de la fonction f sur le système 
orthonormé (1). 

En vertu de (5), l'écart entre S, (x) et f (x) au sens de la moyenne 
quadratique (au sens de 12) est ‘égal À 


M SIP (f, D — È (qu? (8) 
Si la fonction f € L vérifie la Er Parseval (7), alors 
Nf—Sal—0, n—+ 00, () 


et réciproquement de (9) résulte (7). 

On dit qu’un système orthonormé (1) est complet dans L; si la série 
de Fourier de toute fonction f € L, converge en moyenne quadratique 
vers f, c’est-à-dire qu’ on a (9) pour toutes les fÉ LÉ: 

Nous. venons ainsi de prouver qu'une condition nécessaire et sufji- 
sante pour qu'un système orthonôrmé (1) soit complet dans L, est que 
toute fonction f € L, vérifie la relation de Parseval (7). 

REMARQUE. Nous avons déjà signalé dans la remarque 1 du $ 8 que Z, = 
— LA (a, b) désigne l’espace des fonctions f (x) intégrables-Lebesgue sur [e, bl 


avec leurs carrés et que L: 
Considérons un système “orthonormé complet de fonctions continues sur 


la, b] 


Pi (x), Ps (x), Pa (x), CRC 


D) M. À. Parseval, mathématicien français: 4755- 1886). V: A. Stéklov, 
mathématicien et physicien russe (1864-1926). 
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On sait que si f € L;, alors les nombres 


= m3) G=1,2,,...) (10) 
vérifient la relation de Parseval 
b 00 
\ f* (x) dz — 2 ce? 
a k—1 


Ceci est valable pour les fonctions f € L, sous réserve que les intégrales soient 
comprises au sens de Lebesgue. 

La réciproque est également vraie: si des nombres c; (4 = 1, 2, ...) sont 
teis que la série 


Le.) 
> ci < DO 
Rk=1 


converge, il existe alors dans Z, une fonction f (x) vérifiant (9). 

Une telle fonction peut ne pas exister dans L£. Ceci exprime l'« incomplé- 
tude » de l’espace ZL{. L'espace ZL£ ne contient pas suffisamment de fonctions 
pour que la réciproque soit vraie. 


$ 10. Complétude d’un système de fonctions 
trigonométriques 


Au $ 4 nous avons exhibé des critères de convergence des séries 
au sens ordinaire. On se propose maintenant de formuler un critère 
de convergence d’une série de Fourier en moyenne quadratique. 

Désignons par L5ox = Los (—n, x) l'ensemble de toutes les 
fonctions ?2x-périodiques bornées sur [—n, x] et continues sur 
[—x, x] à l'exception éventuellement d’un nombre fini de points 
où f présente une discontinuité de première espèce. 

Si une fonction f € Lie, alors sa série de Fourier 


f()= ++ D (an cos kz +6, sin kx), (4) 
—1 
a 1. C cos At | 
k 4. | . 
=— l dt (k—0, 1, 2,...), 
. A ALL at ( CT) 
converge vers elle en moyenne quadratique, c’est-à-dire que 
% 
À Lf()—S (a? dr + 0 (n + 00), (2) 


où 


S, (x) — + +5 (a, cos kx + ax sin kx). 


k=1 
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Le signe d'égalité dans la formule (1) exprime que la fonction 
f (x) est la somme de sa série de Fourier qui converge vers elle en 
moyenne quadratique (sur l'intervalle [—x, nl). 

Calculons l'intégrale (2) en tenant compte des propriétés ortho- 
gonales des fonctions trigonométriques : 


| 1 (@)—S, (x)? dr = 
— | HO | à (ar cos kx +b, sin Æx) | dr — 


+, f(x) dr—2% | f(x)dr — 


-23 (a Î f (x) cos Æx dx +-b, f (x) sin kr dx) + a+ 
An TH 


n JL 
Taÿ 
Ha D (R+6= | f(x) de À 
k=1 nl k=—1 
Si f € Li+,cette expression tend vers O0 pour r —+ oo. On a alors Ia 
relation 


TH oo 
TE (p(dr= + S (a+) (EL: 
| = + SN (a+) (EL), (3) 
EL k—=1 

appelée relation (ou égalité) de Parseval pour les fonctions trigonco- 
métriques (égalité de Liapounov). 

REMARQUE. En comparant la formule (3) et la formule (1) du $9 
il. importe de ne pas perdre de vue que cette dernière a été établie 
pour un système orthonormé, alors que la première l’a été pour le 
système orthogonal mais non orthonormé de fonctions 


1, cos x, sin +, cos 2x, sin 2x, 
Les fonctions 
À, cos x, cos 2x, cos 3x, . .. (4) 
forment un système orthogonal sur l’intervalle [0, x]. On a le 


THÉORÈME 1. Toute LORIE fE Li (0, x) se développe en une série 


de Fourier de cosinus: 
co IT 


. 2 D 
f(a)= ++ S au cos kz, = \ f (t) cos kt dt (5) 
k=1 0 
(k = 0, 1, 2, .….) 
et de plus la série (5) converge vers f en moyenne quadratique sur [0, ni. 
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En effet, cette fonction peut être prolongée en une fonction paire 
à [—-x, s] et ensuite en une fonction 2x-périodique à l’axe des réels 
tout entier. On obtient ainsi une fonction f € Lo dont la série de 
Fourier sur le système 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, . .. est de la 
forme (©) (puisque j est paire). La série (9) étant convergente vers 
e moyenne quadratique sur [—n, x], elle le sera a fortiori 
sur 

On exprime ceci en disant que Le système de fonctions (4) est ortho- 
gonal et complet dans L: (0, n). 

On a également la proposition : 

le sysième de fonctions 


sin æ, sin 27, sin 97, ... (6) 


est orthogonal et complet dans L, (0, x). En d’autres termes on a le 


Tu£oreme 2. Toute fonction f € L, (0, x) peut être développée 
en une série de Fourier de sinus: 


f@)= D basinkr, ba | j(#) sin kt dé (3) 
k=1 0 


(1, 2,...), 
convergeant vers elle en moyenne quadratique sur [0, xl. 


L'orthogonalité du système (6) se vérifie immédiatement et ré- 
sulte en fait de (2) du $ 5. Montrons qu'il est complet. 

Prolongeons la fonction f EL; (0, x) à l'intervalle [—x, x] 
en une fonction impaire et ensuite en une fonction 271- -périodique. 
Sa série de Fourier sur le système 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, 
converge en moyenne quadratique sur [—17, nl, donc sur [0, a]. 
Et de plus, cette série est de la forme (7). C. .q- f.d. 

ExEempLe. Développer la fonction y = 2? (0< x< 1) en série 
de sinus. 

Prolongeons cette fonction en une fonction impaire à l'intervalle 
[—x, 0] et ensuite en une fonction 2x-périodique à l'axe des réels 
tout entier. La série de Fourier de cette fonction % (x) sera alors 
composée seulement de sinus: 


TT 
2 2n (—1)#+1 A 
0 


d’où 
pnie © Re 
RO RO 2h DEA n(2k— 1h ? 
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t 
à 
to 
A PR Re 
x 


nn 0 D ee ne = — 7 UN UE me me en 


Fig. 118. 


Donc 


px) = D b, sin 4x. 
k=1 


Le graphe de la somme de cette série est représenté sur la figure 118. 


$ 11. Forme complexe de la série de Fourier 
- Soient ax et b, les coefficients de Fourier d’une fonction f (x). 
Les formules d’Euler nous donnent 
| it 1x _elkx__ -ihx 
EL 


ay COS kx + b, sin kx — a, À CT 


en cReik se Ce 
où (sous l'hypothèse que b, — 0) | 


— ib a ib 
A. CRT = — (1) 


CR — 
D'où 
. 2n l 2x 
— + | (cos ki — à sin ki) f (E) dt = + | fe) et dt, 
Ô. SE ” Ÿ 
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2x an 
if Le 1 : 
cr | (cos t+ à sin kt) f (#) dt = | f (t) efñt dr. 
Ô û 


Ces deux formules peuvent être regroupées en une seule: 
2 
= | fberhtdt (k—=0, +1, +2, ...). (2) 


0 


Signalons que si f (x) est une fonction réelle, alors 4, et b, sont 
réels, c, et c_, conjugués complexes: 


Ceh — Che (3) 
Il est évident que la somme à l’ordre » de la série de Fourier de la 


fonction f peut être mise sous la forme 
ñn 


Sn (= + D (a cos kr+b, sin kx) = D cueitt, (4) 
k=1 kR=-n 
et la série de Fourier de f, sous la forme 


f(x) — <= + Di (a, cos kx + b, sin kr) — > cRerz, (9) 
1 


On dira que la série (5) converge pour une valeur donnée de x 
si existe la limite 


lim D'ce**= limS, (x). 


no On n—co 
La convergence ainsi définie s'appelle convergence at sens de la 
valeur principale. 


En effet, on aurait pu considérer que cette série est convergente 
si existe la limite 


lorsque m et n croissent indéfiniment, indépendamment l’un de 
l’autre. 
Les fonctions complexes 


Letl®} (k = 0, Hi, +2, ...) (6) 
forment un système orthogonal sur l'intervalle [0, 2x}, car pour 


k = l 


on 27 
; : Te LE eith= [x 
(es ete) = | pee dx = | Cr k—21 |o 0 

0 (1 
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(la première égalité représente le produit scalaire de fonctions rom- 
plexes, cf. remarque 2 du $ 8). D'autre part, 
-2T 
(eihx, eikx) — À eihro=iEX Jr — In. 
0 


$ 12. Notion d’intégrale de Fourier. 
Intégrale itérée de Fourier 


Commençons par étudier une fonction 2r-périodique, derivable 
par morceaux telle que 
f(x) HERO Ie 7 | (1) 
Cela signifie que jf est 2x-périodique continue et possède une dé- 
rivée continue sur l’axe des réels tout entier sauf en un nombre fini 
de points de l'intervalle [— x, x}, points en lesquels existent les 
limites à droite et à gauche de j et de f’. On admet en outre que ({) 
est réalisée en tout point. Cette dernière condition n’est essentielle 
qu'aux points de discontinuité de f, car elle est automatiquement 
réalisée en tout point où j est continue. Désignons par L, l’ensemble 
de toutes les fonctions périodiques telles que f. 
Pour toute fonction ÿ € Z{ on peut envisager la série de Fourier 


00 +oc 
f(&)= ++ 7 (ar cos kx + b, sin kx) — > Cuers. (2) 
kR=i — 00 
où 
EL" 
a = — | f(bcosktdt (k=0,1,2,...), (3) 
7H 
ba = | f(t)sinktdt (k—1, 2,...), (4) 
TH 
T 
= | ftthe hdi (k—0, +1, +2, ...), 


| | (5) 
cor, UE (ke0,1,2,...; by 0). 


Considérons encore la somme à l’ordre Ÿ de la série de Fou- 
rier de la fonction f: 
N N 
SY$ (@)= ++ > (a, cos kzx + b, sin kx) — à cretñz, (6) 


‘Ai R=-N 
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En théorie des séries de Fourier, on montre que pour toute fonc- 
tion fEZ,, on a 


lim SX (x) = f(x), (7) 
N-00 


autrement dit, la série de Fourier de la fonction f € L, converge vers f 
en tout point x. 

Les intégrales de Fourier peuvent être introduites par analogie 
avec les séries de Fourier. 

On se propose d'étudier maintenant des fonctions f non périodi- 
ques, différentiables par morceaux et absolument intégrables sur 
l'axe des réels. Donc, l'intégrale impropre de telles fonctions est 
convergente : 


| 1f(@) dr < oo. 


Par fonction différentiable par morceaux on entend une fonction f 
continue, possédant une dérivée continue sur l’axe des x tout entier 
sauf en un nombre fini de points où elle ou sa dérivée jf’ est discon- 
tinue. En ces points de discontinuité existent les limites à droite 
et à gauche de j et de f” et de plus 


z +0) —0 
TETE 


Désignons par L’ — L'(—, ) l’ensemble des fonctions non 
périodiques indiquées. 

Par analogie avec les coefficients de Fourier, introduisons pour 
les fonctions f € L’ les fonctions 


a (s)=— { f({t)costsdt (—o<s< oo), (3”} 
| b(s)=+ | f(sinstdt (—o<s< oo), (47) 
c(s)=— | fte-tdt (—o<s< oo). (5) 


— 00 


Contrairement aux coefficients de Fourier qui sont définis pour des 
valeurs discrètes k — 0, 14, 2, , leurs analogues (3) à (5’} 
sont des fonctions d’un argument ‘continu s. 

Les fonctions a (s), b (s) et c (s) sont continues, bien que par hypo- 
thèse f soit continue par morceaux. 


Supposons par exemple que la fonction f ne possède, par souci de simplici- 
té, qu’un seul point de discontinuité x. L'intégrale (3’} se décompose alors en 
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deux intégrales 


Xo 


a()=— À f(t)costs a+ À f (#) cos ts dt. (8) 
X 


—oœo 
Si l'on admet qu'en { = z9 on à f (to) = f (0 + 0), alors l'intégrant de la 
première intégrale est une fonction continue de s et de #& (— 00 << 5 << 00, 29 


<< t< ©). Le critère de Weierstrass (cf. chap. 2, $ 15, théorème 3) nous dit 
que la première intégrale converge uniformément, car 


|[f(t)costs|<|f(t) 1, 


| f(#) | dt< 00. 


F9 


Donc, cette intégrale est une fonction continue de s (cf. chap. 2, $ 15, théo- 


re 4). On démontre par analogie la continuité en s de la deuxième intégre- 
le (8). 


Signalons que 


lim a(s) = 0, (9) 
lim b (s) = 0, (40) 
lim c (s) = 0. (11) 


Pour prouver (9), on effectue le changement = ++ dans l'intéecrale 
{3’). On a alors 


a (9 = s( u+<—) cos (su + x) du — 


A1 if 
nÉE— ( Î (u++) cos us QU = —— À t (+2) cos fall 
De cette égalité et de (3), il s'ensuit 
EOICE il Ë (144) ]cos 1 ai] < 
<+ {| (142) }—s lat +0 (se + D). 


Nous glisserons sur la démonstration du fait que cette relation tend vers 0. 
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Il est naturel d'établir une analogie entre le terme général de la 
série de Fourier (un harmonique) et la fonction 


a(s) cos xs + b(s) sin xs — 


Es | f (t) [cos ts cos xs + sin st sin xs] dt — 


t if : : 
= + RAC cos (t— x) s dt =— | f (0) Lei er] dé — 
=c(s)e®+Lo(—s)e"i*x, (12) 
De façon plus précise, 
(a (s) cos xs + b (s) sin xs) ds — (c (s) ef** + c (—s) e"Ÿ*s) ds. (12') 
L’analogue de la somme à l’ordre N de Ia série de Fourier est 
l'intégrale suivante (cf. (12)): 
N 
Sn (2)= | La (s) cos zs + b (s) sin æs] ds — 


N © 00 N 
+ | À f (4) cos (t— x) s dt ds = © | dt | $(#) cos (t— x) s ds — 
0 — — 00 0 


N 


ET (#) dt | cos (t— x) s ds = [re RPC à. (13) 
— oc 


Ï 
un 


Nous avons interverti les intégrales. Le théorème de Fubini !) dit que l’in- 
terversion des intégrales dans une intégrale multiple est licite, pourvu que l’in- 
tégrale obtenue converge absolument. Dans le cas considéré 


co 
_ À | [f(t)cos(t—z)s|dtds< 


—  Ÿ 
; oo N . oo 
<+ | | F@) 1 asat=— | Lf(t) | dt < oo. 
0 . 00 


En vertu de (12), la fonction S , (x) peut être mise sous la forme 
complexe : 


N 
Sx (x) = À [ec (s) ets + c ( — s) er isx] ds = 
0 


1) Ghirin Guido Fubini, mathématicien italien (1879-1943). 
17—0687 
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N | N. . ; D 
= [opewase (er | j(t)e-it a as = 
-N —N — 00 


RES 
+ 


N 00 

1 SX 1 —1$ ‘pt 

TE | ei = j ibetads. (x) 
EN. oo = 


La fonction 


(MCE j OP ES j f(u+x) ET te du (14) 


s'appelle ral simple de Fourier. 
On démontre que si f € L’ (—co, æ), alors 


lim Sy(x) —f(x), Vx, (15) 
N>00 


relation qui est analogue à la relation (7) pour les séries de Fourier. 


Signalons que la somme à l’ordre N de la série de Fourier d’une fonction 
périodique peut encore être mise sous la forme suivante (voir explications plus 
bas) : 


N n 
“A 1 1 
SF (x) — + 2 (ar cos kz + by sin kz)= — (+ f()dt+ 
ki se 
N 7 ñ 
Si 2 bi E { f (t) cos kt dt cos kz ++ À (sin eds sin kz |= 
k=4 —T Un 


T N 
1 1 | É 
Fe | f (t) + À (cos kt cos kx + sin kt sin ke) | dt = 


EL! R=1 


ñ N 
— 1O[+ +Y 008  (t—2) | dé = 


—T R=1 


IT JT 
1 L, sin(N+1/,)(t— x) 4 . sin(W+if,) u 
= (rom des fre HA pan 06 (8 


Es Le 
Dans l’avant-dernière égalité on s'est servi de la formule 


N 
ie _ sin(N+i},)& 
FA F D ose 2 sin (æ/2) 


k=1 
(cf. tome I, chap. 9, $ 8, (15)). Dans la dernière égalité nous avons effectué La 
substitution & — u + z. L intégration par rapport à t sur [—-x, x] se transfor- 


me alors en une intégration par rapport à u sur {z — x, x + x]. Cependant, on 
peut se ramener à une intégration sur [—x, x}, car la fonction à. intégrer est 
2x-périodique en. (cf. $ 3, - (8). 
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On constate que l'intégrale du dernier membre de (16) rappelle l'intégrale 
(14). Rien d'étonnant donc'à ce que ces deux intégrales tendent ‘vers la fonction 
f (x) lorsque N — ce, 


De (13) et de (15) il s'ensuit 


N œ 
sn _ | ds f() cos (t— x) s dt — f(x). 47) 
+00 Ê d 


Donc, pour toute fonction fEL'(— co, æ), on a 
+ | ds Î flt)cos(é— x) s di 7 (18) 


Cette relation est fondamentale en théorie: des . intégrales de 
Fourier. 

L'intégrale (18) s “appelle intégrale itérée de Fourier 

La relation (18) exprime que l'intégrale itérée de one fe 
€ L' (—o, œ) et la fonction f prennent la même valeur en x. 

On ne peut modifier l'ordre d'intégration dans (18). En effet, 
si l’on modifie l’ordre d'intégration, il faudrait alors intégrer la 
fonction cos (£ — x) s (à t et x fixes) par rapport à s sur l'intervalle 
illimité ]—co, œf. Or, cette intégrale n’a pas de sens. : 

Donc, il nous faut d'abord intégrer la fonction f (&) cos (£ — _ s 
par rapport à £ sur J—oc, | et ensuite par rapport à &. sur ]0, 
Ces deux intégrales sont impropres. L'intégrale par rapport à test de 
toute évidence absolument convergente, tandis que l'intégrale par 
rapport à s ne l’est généralement pas. 

La formule (18) est une conséquence des formules (13) et (15). 
Par ailleurs, à partir de (13') et (15), on déduit une autre formule 
importante, valable pour toute fonction f € L' (—oo, æw): 


C0 Î 


îisx —ist — 
DT: F6) est dt — 


lim 


j 
N -00 TE CN 


= is ei ds _ 
V 27 V 2x 


Introduisons les notations 


Li@ettdi=f(s) (19) 


« 
—2œ 


f (2) — lim Li f (t) e-ist dt = L = j fe ët di V 2n c(x), 
: N 00 - 
f()= ner = | Î Ge di = “i  () ét dt=V2re(—2). 


17% 
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la transformée réciproque Le Fourier de la jonction Î. Les pires 
f—fet ff sont TécIproques On voit à partir de (19) que 


. fm j. 
Exercice 1. Prouver les formules suivantes pour f€ L’ (—0o, oo): 
1) FC —0 = (): 
2) f(—2) de 
3) f(at) = 


4) feù =; ; (<) (40), 


(la); 


a 1 


5) eiutf— e-intf —f(x+u) (x est réel); 
6) f—j. 
Par exemple, 
se 1 F 1 
iut £ iut-ixt —— —iut — 
ie 7e Gr EC du = 
o d. { it+ot gt — 1 3] f(u) et du nn (u + r). 
V 2x Le 


$ 13. Transformations de Fourier en sinus et en cosinus 


Pour toute fonction f € L' (—o, oc) on a en vertu du $ 12, (14) 


f(r)=+ | ds | f(t)cos(t—x)s dt — 
(1 — 00 


=+— | cos xs ds | f (4) cos ts di + 
0 — 2 


++ À sin xs ds il f(é)sints dt. ({) 
Ô LE 


Si la fonction f ({) est paire, la deuxième intégrale du dernier 
membre de (1) est nulle et dans la première, l'intégration par rap- 


« 


port à £ sur J—o, ol se ramène à une intégration sur J0, œl. 
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On obtient alors 
+ { cos xs ds À f(t) costs dt = f (x). (2) 
Ô Ô 
Si la fonction f (t) est impaire, la première intégrale du dernier 
membre de (1) est nulle et la fonction j (t) sin ts, paire. Donc, 


(se) C0 


_ | sin xs ds | f (€) sin ts dt — f (x). (3) 
d 


0 

Dans les formules (2) et (3) on peut admettre que x > 0 et que 
f (t) est une fonction différentiable par morceaux de Z’ (0, c). 
En effet, dans ces formules on n'utilise que les valeurs prises par j 
sur [0, of. Voyons cette remarque plus en détail. 

Soit donnée une fonction différentiable par morceaux f € L’ (0, co) 
telle que f (0) = ÿ (0 + 0). En la prolongeant en une fonction paire 
à l’axe des réels tout entier, on obtient une fonction différentiable 
par morceaux paire vérifiant la formule (2), notamment pour x > 0. 

Supposons maintenant que la fonction différentiable par morceaux 
f E L’ (0, œ) est telle que f (0) — 0 (en général, f (0 + 0) - f (0)). 
Prolongeons jf en une fonction impaire sur J—c, œf. On obtient 
une fonction pour laquelle est vérifiée la formule (3); cette formule 
est notamment satisfaite pour + > 0. Signalons que dans la formule 
(3) f (0) = 0, alors que dans la formule (2) la valeur f (0) = f (0 + 0) 
peut être quelconque. 

Les intégrales 


= À f (&) costs dt, PA À f (#) sin ts di 
0 0 


s’uppellent transformées de Fourier en cosinus et en sinus de la fonc- 
tion f (t). Des formules (2) et (3) il s'ensuit immédiatement que si 
l’on applique deux fois la transformation de Fourier en cosinus (ou 
en sinus) à une fonction f € L’ (0, œ), on obtient cette fonction. 
De ce point de vue la transformation de Fourier en cosinus (ou en 
sinus) est sa propre réciproque. 


$ 14. Exemples 


On a les relations (voir justifications plus bas) 


1) (= | 1, lsl<s) 2 2 


. Sin as 
| COS ZS —— ds. 
0, [x] >a de ; 


1) 
n «= sgn#, AS) Efsines ue J—coss 
0, Ix|>f ; 
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3) f(x)— { , ALT D } = fanetseuinets0 à 
O, Ô 


t<a, b<LX 


4) fe COS SX = (a >> 0). 
; i 
5) Î e-2 ins d5 = (a => 0). 
û 
6) es — is (a>0, 0OLs< co). 
0 
7) e% “ii —. —— sinxsdr (a>0, 0Ls< oœ). 
Ô 


co 

__ à f sinsn 

A re ” ” 
0 


sinxz, |x|<r | 
0, [zrl>rx 


0, Iz1><+ 
10) f(x) = e-%xl cos Br — 


œ n 1 | 1 | 
= jose par + pe lé @œu. 
11) f(x) = el sin fx — 


| CO 
4af s sin sx ds 


=.) Is —B)?+ oc] [(s + 6)? + a?) 


COS ?, Izl<-- | ee 
2 2 
9) f(&)= = | cos sx ds. 
0 


On voit mal comment on pourrait calculer les intégrales des 
seconds membres de 1), 2) et.3) par les méthodes usuelles de la théo- 
rie des intégrales indéfinies. En revanche, les fonctions 1), 2) et 3) 
sont différentiables par morceaux et appartiennent à L’ 
Donc, elles sont justiciables de la représentation (1) du $ 13. Cette 
formule se simplifie.et prend la forme (2) ou (3) du $ 13 selon que f 


est paire ou impairé. Ainsi, la fonction (1) étant paire, on a 


où Q D 
f(x) = + {cos xs ds | cos ts dt — _ | COS xs 
Ô d 


Sin sa 
nent, . 


(a > 0). 


(—o0, oo). 
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où l’on admet que 


f() +2 tf (+ 0)+f(x—0) 


aux points de discontinuité de f. 
Les intégrales 4) et 5) se calculent par une intégration par parties. 
La relation 4) nous donne 


CO eo) O0 
2a COS ts 2 a} à 
—— RP = —— è ji un = 2" 1e 
= | ET z8 dx A coszsdx | e cos Ar dk — el, 
0 on 


où la dernière égalité a lieu en vertu de la formule (2) du $ 13 qui 
est licite puisque e-4À € L’ (0, ) est une fonction dérivable. Ceci 
prouve 6). - 

Par des raisonnements analogues on déduit la formule 7) à partir 
de 5) en se servant de la formule (3) du $ 13. 

La fonction 8) est une fonction différentiable par morceaux 
impaire. Pour obtenir l’intégrale désirée, représentons cette fonction 
par la formule (3) du $ 13, où l'intégrale intérieure est égale à 


© EL 


| sin stf(t) di — À sin st sin t dt — 
0 0 


= + | {cos £ (s—1)— cost (5 + 1)] di = 
Û 


sinn(s—1)  sinn(s+1) Sin TS 
72 [EE s—1 s +1 RE |=< 


Pour obtenir la représentation de la fonction 9) on procède de 
façon analogue en se servant de la formule (2} du $ 13. 

La fonction 10}).est paire. Pour obtenir l'intégrale cherchée, 
représentons cette fonction par la formule (2) du $ 43, où l’intégrale 
intérieure est 


4 — s? d 


| et cos ft cos st dt — 
Û 


Æ+ | e7%{ cos (f+ 5) & dt + _ Âe-et cos (f —s) é dt — 
) 


0 
œ 1 { L 
=2lere terre]. 
La dernière égalité est une conséquence de 4). 


Pour la fonction 11) on raisonne de même en utilisant ia formule 
(3) du $ 13. 


264 SÉRIES DE FOURIER. INTÉGRALE DE FOURIER [CH à 


Citons enfin un exemple dont la méthode de calcul diffère des 
précédentes. 

12) Trouver la transformée en cosinus de la fonction exp (—F). 

Soit 


À ext cos às dh = I (s). 


IT est immédiat de voir que (voir chap. 2, $ 13, exemple 3) 
co | | ; : 
1(0)= (exp(—A) = + Va. 
SG ne 
En dérivant la fonction Z(s), on trouve 


T's) = — |A exp (— A) sin Às dA 
0 


(la dérivation est licite, car la dernière intégrale converge uniformé- 
ment). Intégrons /” (s) par parties. En posant À exp (— -) dÀ = dv 
et sin Às — u, on obtient 
, in À . h . 
I" (5) = — exp (—M)E > À exp (— À?) cos Às ah — — +1 (s). 
: ( 

La résolution de cette équation différentielle du premier ordre nous 
donne Le 


= as, mi|=_S, 1(=Cep(-+). 


De la condition I (0): — VE il vient Ce Donc, 


s2 


Lot cos Às dÀ — ve exp —+) 
1) 


$ 15. Approximation de l'intégrale de Fourier 


Déterminons la signification physique de. la ‘notion d'’intégrale 
de Fourier. Considérons un mouvement non périodique défini par 
l'équation y = f (x). 

* La fonction j (Z) peut être mise sous la forme 


f(x) = | [a(s).cos xs + b (s) sin xs] ds — À fc (s) er Le (- s) its] ds. 
0 Ô 
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Pour N assez grand et ensuite pour As (As = As;} assez petits on 
a approximativement : 


N 
f(x) — | [a (s) cos xs + b(s) sin xs] ds — 
0 


N 
dr" MOLSETIES ei5*] ds — 
Ô 


= Dla(s;)cosxs; Lb(s;)sinæs;] As = 
j 


= D'ic(s)e#ite(-s)e"i] As. (1) 
; 


La première approximation peut être réalisée avec n importe 
quelle précision si les intégrales de a (s) et de b (s) (et par consé- 
quent de c (s)) convergent absolument sur 10, oo, et notamment si 
les fonctions a (s) et b (s). (donc c (s)) sont nulles pour s > s,, où # 
est un nombre quelconque. La deuxième approximation a lieu pour 
les valeurs de zx appartenant à un intervalle quelconque donné 
[x,, xl. Ceci étant, les nombres s; nécessaires peuvent être choisis 
rationnels. Dans ce cas, le mouvement y = f (x) est approché sur 
l'intervalle [x;, x;] par une somme d’oscillations harmoniques de 
même période. 

On appelle spectre Pin fonction périodique f (x) l’ensemble de ses 
coefficients de Fourier. Le spectre nous permet en particulier de dire 
de quels harmoniques est composé le mouvement périodique y = 
= f (x). 

On appelle spectre de la fonction non périodique f (x) les fonctions 
a (s) et b(s) ou la fonction c'(s). .. 

Si les fonctions a (s) et b (s) sont nulles à l’extérieur d’un inter- 
valle ]p, gl, alors la somme (1) qui approche la fonction f (x) est 
composée d'harmoniques de fréquences s; € ]p, q 


La fonction 1e = = Ve (s) s appelle aussi ee de f. 


$S 16. Somme de Fejér n 


Nous avons étudié plus haut la série de Fourier d'une fonction 
f (x) et établi des conditions “hPAsAnTes de convergence de cette 
série vers la fonction f (x). . 

Du Bois-Reymond et L. Fejér cut exhibé des exemples de fonc- 
tions continues dont les séries de Fourier divergent en un point ou 
sur l’ensemble des points rationnels de l'intervalle [—n, xl). 


1) L, Fejér, mathématicien hongrois (1880-1959). 
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Donc, la seule continuité d’une fonction j (x) ne nous permet pas 
de conclure à la convergence de la série de Fourier de f (x). 

Pour qu'il y ait convergence il faut assujettir la fonction f à des 
conditions subsidiaires: f doit par exemple posséder une dérivée 
ou remplir la condition de Dirichlet (c'est-à-dire être monotone par 
morceaux ou, Ce qui est équivalent, posséder un nombre fini de 
maximums et de minimums). 

Ces conditions peuvent du reste être remplacées par des con- 
ditions suffisantes plus générales sur lesquelles nous passerons. 

Désignons par C'* la classe des fonctions périodiques continues 
sur l’axe des réels tout entier. Cette classe (espace) peut être munie 
de la norme: 


Hfllce— max 
x€E[-7, 1] 
On vérifie sans peine les propriétés de cette norme (cf. $ 8). 

Récapitulons : la série de Fourier d’une fonction f € C* ne converge 
pas nécessairement vers f (x) en tous les points x E [—x, xl. 

A ce propos, il est important que la somme de la série de Fourier 
d'une fonction j € C* converge vers j par la méthode des moyennes 
arithmétiques (cf. tome I, chap. 9, $ 16) et ce uniformément sur 
l'axe des réels tout entier. 


Considérons une fonction f € C* et formons sa série de Fourier: 


f(x) — +. + > (a, cos kx + b, sin kx), 
{ 


T 


au = + | f{t)coskt dt (k—0, 1, 2, ...), 


TH 
14 
bn = — | f{tsinktdt (k—1, 2, ...) 
-T 
Soit 
Sn = Sn; z)= + D) (ax cos kr + b, sin kx) 
i 


la somme à l'ordre x de la série de Fourier de la fonction f et 


S9+Sy+ ee +S 
e—— e ——. 

On — Oh (f; x) = è n +1 = (1) 
la somme arithmétique moyenne à l’ordre » de la série de Fourier 
de la fonction f. 

La fonction ©, (f; æ) s'appelle somme de Fejér d'ordre n. On se 
propose de trouver une expression plus concise pour 06:. Comme 
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(ef. $ 12, (16)) 


dt 4 (je, (#) dt 


Le 2sin- . 
alors 
On ET e 2 j f (à) a+ 3 À | 16+22, éd} = 
.c Ck=T -7 
= j FE +2 {+ +5 Da (t)} dt, 
où 


k 
D, = + >, cos ji— 
ji 2 sin TT 

est le noyau de Dirichlet. 


Pour simplifier l'expression entre accolades sous le signe 
d'intégration, calculons préalablement la somme 


+. 1 
D sin ( ++) z—=V(x). (2) 
Rk=0 
En multipliant les deux membres de l’égalité. (2) par 2 sin + 
on obtient 


nr 


» {cos Àx — cos (k + 1) 1 = 24 (x) sin _ 
k=0 
ou 


[1 — cos x] + [cos x — cos 2x] + ...+ [cos 27 — cos (n + 1) x) — 
= 24p(z)sin+, 
À — cos (n+1)x= 2 (x) sin +. 


De la dernière relation on déduit que 


> . . … Sin? LR z 
pe) = SEINE LE (3) 
2 sin — sin _. 
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On a en vertu de (3) 


ñn sin (++) t 


ni … | 
++ = D D 2 
1 2sin-- 
n | n 
> su (2++) sinè cs ( 
0 sv 
2 sin 2 sin? — 
Donc, 
! I 
On (f 25 | f(x+1)F, (dt, (4) 
7 
où 
- } sin ES A ‘ | 
PO) RTE s (0) 
9 


La fonction F', (t) s'appelle noyau de Fejér d’ordre n. 
Il est aisé de voir que 


PB. O4 32 ati PTE cost + + 3 (1 _— coskt. (U) 


k= 1. 


Donc, la somme 0, (x) s'écrit: 


On (x) — 23 per es (ar éos ke + b, sin #t) — 


n 
= (- 
1 


REMARQUE. Sur la formule (7) on voit que la somme de Fejér 

On (f; x) diffère de la somme de Fourier S, (f; -æ) de la fonction 

L. (x) par le fait que chaque terme (a; cos kx + bz sin  Kz) de la somme 
S, (; z) est multiplié par le nombre 


M1 En GO 2 en) 


Signalons les propriétés suivantes du noyau de Fejér F, (t}: 


=) (a; cos kx + b,sinkx): (1) 
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1} F, (+) est un polynôme FÉARQRERIAUE pair positif d'ordre n 
(ci. (5) et (6)); 
T 


2 
9) + | F, Odt= + AO di=1 (8) 
7H 0 
(cf. (6) et tenir compte du fait que la fonction cos kzx (k = 1, ..., n) 
et 1 sont orthogonales); 


3) Pour tout nombre 6 => 0 on a 
TH LS 


dt 4 : 

2 +5) PER 2441) (sin +)" FA 
_ 1—Ô. : 

2 (n+1) (sin D)" 


THÉOREME (F£IER). La somme de Fejér d'ordre n de toute fonction 
f (x) € CŸ converge uniformément vers f (x) pour n — , autrement dit, 


Lf— Sn (f) ox = DA (x) — 06, (f; 2) 0 (n—+ 00). (9) 


D'émonsTRaTIoN. D'après la propriété 2) du noyau de Fejér, on a 


ŸFs H4< 


—0 (n—0) 


où (Des | F(e+0) Fi (D dt—f(o = 


ed L' 


= [fa+0r,. a+ | fr, 4- 


7x —T 


UE ()1 FA (D dé. (10) 


En vertu de (10) et de la propriété 1) du noyau F, ({), on a 


[07 (7: Di (DSL Îr te If Ce + 2) -= j (et = 


A COCO OI EE ECITICEDE 


HSE 6<lER 
— f{x)ldt, (11) 


où ô => 0 est provisoirement un nombre .arbitraire (0 < Ô << n). 
Etant continue par hypothèse, la fonction f (x) est bornée: 


|.f (x) IS M, x € [—x, nl. : 


If + fe) |<2M, (12) 
Vr El—n, nl et 8<|it|< nr. 


| 


Donc, 
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D'autre part, la fonction f (x) est uniformément continue sur 
[—x, nl, donc pour tout & => O0 on peut exhiber un nombre 8> D 
tel que 


fG+D- GT EI 


pour [£|< 6 et quels que soient x et x + tE [—7x, al. 

En prenant maintenant Ô comme indiqué dans (43) et en le por- 
tant dans (11), on obtient en vertu de la propriété 2) du noyau r1 
compte tenu de (12) ét de (13): 


aies | AROd+S | FR a< 
HIS ISA 
TI | oM zM TT 
£ 4 E |: ‘ 
LS | Fdt+ + | F,@d- ++ | Ft)ét. 
= Ô<|U<IT Ô 


Pour n, assez grand, on peut, grâce à la propriété 3) du noyau 
Fn (t), rendre le deuxième terme à droite inférieur à Fr. On obtient 
en définitive 

lon (53 2)—f (+++ =e (n>ro 2E[— 7x, al). 

Donc, 

Ion (fi æ)—f (2) Iloe = max(on (f; 2) (Se An >n0 U) 


c'est-à-dire que la suite {o0, (; x)} AE uniformément vers la 
fonction f (x) sur l'intervalle [-x, x). C.q.f.d. 

Nous avons signalé plus haut que les moyennes arithmétiques 
d’une série numérique peuvent converger, alors que cette série diverge 
(cf. tome I, chap. 9, $ 16, exemple 2). Cette situation prévaut précisé- 
ment pour les séries de Fourier de fonctions continues. Il existe une 
fonction continue dont la série de Fourier diverge sur l’ensemble des 
nombres rationnels. Ceci n'empêche pas, comme nous l'avons montré, 
que les moyennes arithmétiques de toute fonction continue f conver- 
gent uniformément vers f. 


COROLLAIRE (TH£ORÈME de WEIERSTRASS). Pour toute fonction f (x) € 
Æ C* et pour tout e => 0, il existe un polynôme trigonométrique T, (x) 
tel que 


fa —T(ni<e (VrEl-n, xi). 


Pour prouver ce corollaire il suffit de prendre la somme de Fejér 
On (; z) pour T7, (x). 
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$ 17. Complétude de systèmes 
de fonctions dans C et L, 


On dit qu'un système de fonctions 


P1 (x); Pa (x), Ps (&); …. (1) 


continues sur un intervalle [a, b] est complet dans l'espace C [a, b] 
des fonctions continues si pour toute fonction f € C la, bl et pour 
tout & >> O il existe une combinaison linéaire 


n 


À uv (2) (2) 


telle que pour tous les z€[a, b] l’on ait 


n 


f(x) 2 Cnpr (2)| << 8. 


On dit encore que le système (1) est complet dans l’espace L,, (a, b) 
si pour toute fonction f € Z; (a, b) et pour tout & => 0 on peut 
exhiber une combinaison linéaire (2) telle que 


(= 2 0 © = (Île D amtfa)"<e 
= a k=1 


Il est immédiat de voir que si le système (1) est complet dans 
C Ta, LL alors il est dans Z, (a, ju car 


(re > eux (2) dr} “ail e dr)" =eVb—a. 


Au $ 9, nous avons considéré un Sustouie orthonormé de fonctions 


Pis Pare 


continues sur un intervalle [a, b] et avons dit qu’il était complet 
dans Z, (a, b) si la série de Fourier de toute fonction f € ZL; (a, b) 
sur les fonctions de ce système converge vers f en moyenne quadra- 
tique. 

S'agissant donc d'un système orthonormé 


Pis Pos P3: PE (5) 


on dispose de deux définitions équivalentes de la complétude dans 
L; (a, b). En effet, supposons que le système orthonormé (3) est 
complet dans L; (a, b) au sens du $'9 et soit f € Z, (a, b). 

Alors | 


| 2 (f, x) Pa Îlnéte, 8) > O (n— co), 
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ceci exprime que pour tout e>>0 on peut exhiber une cum- 


n 
binaison linéaire D) cp, où c,—(f, @x), telle que 
k=1 | 


(E > Chr 40, p) <E- 


Donc, le système (3) est complet dans Z; (a, b) au sens de la 
deuxième définition. 

Réciproquement, si le système (3) est complet au sens de Ia 
deuxième définition, alors pour toute fonction f € ZL; (a, b) et pour 
tout £& >> 0 il existe une combinaison linéaire 


no 
à XP 
h=1 

telle que 


no 
| nn ŒnPr £a, b) SE: 


Or, d’après le théorème du $ 9, 


If — à (fs qu) Pa Lie. à SI F2 RP frs p 8 


D'autre part, pour n>m 


no 


] St (f Pa) Dh Ds b) — (f: Î) 2 (?, Pr} > 


> D— DE @Pælli— À (qu) On Er, 


Donc, 


LL 


ff D G, pme (Vr>ro) 


Rk=1Â 


et par suite la série de Fourier de la fonction f converge vers j en 
moyenne quadratique, c’est-à-dire que le système (3) est complet 
au sens de la définition du $ 9. 

Au $ 9 on a énoncé une importante proposition (sans la prouver) 
disant que la série de Fourier d’une fonction f € Lo sur un système 
trigonométrique converge vers f en moyenne quadratique. Mainte- 
nant que nous avons démontré le théorème de Weierstrass (cf. $ 16) 
on peut établir cette proposition sans peine. 
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En effet, on s’est déjà servi du théorème du $ 9 qui affirme que 
nn ñn 
min ||f— Z œql=]f- Z cap} 


où c, sont les coefficients de Fourier de la fonction f € Z, sur le 
système orthonormé {y,}. Signalons que cette égalité est réalisée 
pour un système orthogonal qui n'est pas nécessairement normé. 
Dans ce cas les coefficients de Fourier sont 

(f x) 
ne res 

Le système trigonométrique 

4, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, ... 

est orthogonal sur l'intervalle [—x, nl. 

Le théorème de Weierstrass dit que ce système est complet dans 
C*, donc dans Los. 

Or, cela signifie que la série de Fourier d’une fonction f € Lox 


sur le système trigonométrique ci-dessus converge vers f en moyenne 
quadratique. 


su 7): 


$ 18. Généralités sur la théorie des séries multiples 
de Fourier 


On envisagera des fonctions f (x), æ = (x,, ..., x,) de plusieurs 
variables définies sur un rectangle à nr dimensions 
A = fa; Lt; < b;, ne 
où a; et b; sont des nombres réels. 

. De la théorie des intégrales multiples (cf. chap. 2, $ 4, théorème 5) 
on sait que si une fonction f (x) intégrable sur A est représentable 
par un produit de fonctions intégrables dépendant d’une seule va- 
riable : 


f@)= |] 6) 


alors 
\ft)dz= I] | f,@) dr, (1) 
À j=1 À ; 
où A; —= {a;, b;l. 
Le rectangle À peut être traité comme le produit direct des seg- 
ments À; (cf. chap. 2, $ 15, note !)) | 
A _. A, X A X 6 © » X A , 
Signalons qu’au premier membre de (4) on a une n#-tuple inté- 
grale et au second des intégrales simples de Riemann de fonctions 
f; (x;) définies sur A;. 
18—0687 
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Les fonctions 


= RE; (20, #1, +2. jet un) 
= ; ER 
sont 21-péridiques en x; G — — 1,,.., n). Ces fonctions de la variable 


zj sont.continués sur. l'axe des x; tout entier et sur la période [—x, sr]. 
Elles sont donc intégrables-Riemann sur [—x, x]. On sait de plus 
qu ‘elles forment un système orthonormé: sur [—x, an], c’est-à-dire 
que 
- _.… 
| 1_ er j. 1 el id; | fo, Un (2) 
d va V2 ni ki le 
Posons 
LU 2.) les ,: ka, 
j=1 oo 
MONET 1, 11,12, 0) 
En vertu de (1) et de (2), les fonctions . n variables 
| - F eikæ (3) 
en? | (27)° 
(4; =0, EH, EH2, ...; j=1, ...,n) 


forment alors un one orthonormé sur le cube AÀ,, i.e. 


 Ethrieihats ia eiknXn = — 


TR 


| Il Ï a, ride; = kEL, 


{ : 6 | 
ikæ, ilæ __— 
j — € se D 
9 L 


a 1, k—lI. 

+ (22)? np HN ro 
À ‘onsidérons des fonctions f(æ) 2x-périodiques en chaque variable 

ti, j — 1, n. es 


Par C* on | désigne la classe (l’espace) des fonctions périodiques 
continues, munie de la norme (cf. $ 8): 


He REP Ens 


_ L'ensemble de toutes les fonctions périodiques continues par 
morceaux, muni du produit scalaire 


(f, = | (x) 8) da, (4) 
A+ 


sera désigné par Lx= L, (A% ) et appelé espace Lo. La norme sur 
Lx est définie par: 


MAI 1 ls, CS 176) pas)". 
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Le fait que f (x) est une fonction continue par morceaux exprime 
que le cube A, (la période) peut être divisé en un nombre fini de 
parties par des surfaces différentiables par morceaux (de dimension 
<<n) de telle sorte que la fonction f (x) soit continue sur chaque partie 
et susceptible de présenter des discontinuités sur les lignes de par- 
tage. 

oi. les propriétés de la norme (cf. $ 8) sont vérifiées pour les 
fonctions de L:4. Par fonction nulle (f — 0) on entend une fonction 
partout nulle sur À, sauf sur un nombre fini de surfaces différentia- 
bles par morceaux. 

En dimension deux par exemple, Îa fonction nulle est une fonc- 
tion f (x, +) nulle partout sur À, sauf en un nombre fini de points 
ou de courbes différentiables par morceaux. 

Signalons que là #-mesure de Jordan dés surfaces indiquées est 
nulle, donc l'intégrale n-tuple d’une fonction nulle sur À, l’est aussi. 


Soit maintenant } (£), & — (l, . .., t.), une. fonction 21-périodi- 
que en chaque variable, décomposable en la série multiple 
Fo Di ais D cneikt= 7, creikt, (5} 
ki=-— 00 | = + OÙ 


ka = 
où la dernière somme est étendue à tous les vecteurs k = (4, 

., &n) à coordonnées entières. 

Il se pose la question de savoir comment définir:les coefficients 
Cx Si l'on connaît jf (t). 

On peut procéder comme au $ 3 dans le cas d' une fonction Î 
d'une variable réelle. 

Si la série (5) converge uniformément sur À,, alors (comme pour 
une fonction d’une variable, €. | 6)) on a 


x (} == ar | fete de. (6 
À + 

Les nombres cz; s'appellent coefficients de Fourier de la fonction 
f(t), la série (2) dans laquelle on aura préalablement porté les 
coefficients (6), série de Fourier de la fonction f ( t) sous la forme com- 
plexe (cf. $ 11). 

Donc, si une fonction f (t) = f (4, . .., t,) se représente par læ 
somme d’une série multiple (5) uniformément convergente sur À,, 
alors les nombres &, sont nécessairement les coefficients de Fourier 
de la fonction j (t). 

Si les coefficients cx de la série (5) sont calculés à l’aide de la 
formule (6), alors cette série est dite série de Fourier de la fonction. 
Î (t), qu'elle converge ou non vers f (£). On écrit alors 


f (+ D cneirt. | (7) 


Si la fonction f € C*, alors la série (7) ne converge pas obligatoi- 
rement vers / (é) en tous les points #€ A, (cf. $ 16). 


18% 
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cp it 
Al 


Considérons un vecteur N — (W,, ..., N,), où NW; sont des 
entiers naturels, et définissons a somme partielle correspondante 
de Fourier de la fonction Î de la manière suivante: 


Sx(fi a) D cer Ze | D e-iktt-s)f(s) dt = 


le SN ; ds RAT; 
ee à = 1, cs a 
= | Il Dn,(t;-z)f{t)dt, (8) 
A 1 
où 
! 1 sin (n5++) u 
Dr, (u) = EE > cos ku — Re 


est le noyau de Dirichlet d'ordre W;. On s’est servi de la formule 
d'Euler e* + e-t* — 2 cos x. 


En particulier, si N, = W, =. = N, = N, alors 
Sn: 24 | I D ty—20f (0 dt. (F') 
\æ j=1 
En dimension nr la somme de Fejér s'écrit : 
N: Nn 
> ie Di SES) DETE 


USA (Ni +1) +. (Nn +1) = D Ma ED 


dns lion «) 


He APS 
où 
.. NIET N2 
n 1 sin 2 L' 
Dr (u) = [[ Fw,(&;), Fx, @) = 2(N;+0| 5 | (10) 
j=1i sin CE 
est le noyau de Fejér d'ordre W,. Si N, — = N, = N, alors le 


noyau Pyx(æ) de la formule (9) prend une forme plus simple. 
Comme Dy (4) > 0, alors 


4 ; 
ee Dy (4) du —1 . 
À% 
D'autre part, si A={|u;|<e, j=1, ...,n}, alors 


Àe ÂAx% 
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En outre, 
_—. | Dy (u) du + 0 (41) 
Ag A, 


pour W, — co, ..., N,, — co. 
Prouvons la dernière propriété en dimension deux : 


= | Dry (u) du — 
4x A 
=5( | Le | }Dr(u) du 


[ue ERIUIRT ELfuIETqu]ENT 
<c{ | Frtu)dut | Futu)du)-0 
Elu, KIT Elu IT 
pour À, — oo, NV, — oœ (cf. $ 16, propriété 3) du noyau de Fejér). 
TH£orëmMe 1. Si une fonction f (t) E C*, alors 
If (&) — ox; &) Ice 0 (Woo, j=1,...,n). 
D£monsTRATION. Les propriétés du noyau Dy(u) nous donnent 
1 | : 
ox: 2)—f(2) = À (+4) — 7 (2)) Dy (0) dt. 
Ag 
D'où 
4 À . 
[on — 11 | Or) 17 (@+0—f (a at 
ÀA% 
1 
= | rt) 1 f(æ-+ 8) —f (a) | dé+ 
Ag 
1 | 
+7 | Dr(if(e+t)—f()ld, 
A% Ag 


où Ô € 10, xl est un nombre provisoirement arbitraire. 
Etant continue par hypothèse sur A, la fonction f (æ) est bornée 
et uniformément continue sur À,: 


f@ISM, VreA,; (12) 
pour tout € => Ô il existe un 6 >> 0 tel que 
HCLEIOIRS: (13) 


pour |[t; | << Ô (j= 1, 2, ..., n) et quels que soient æ et x +4 
de À,. 
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En prenant maintenant ô comme indiqué dans (13), on.obtient 
en vertu des a du noyau Dx(é). 


lon—f1<E SE [Or (de + 2M g Dx (t) dt < 


à5 Axis. 
Ér | Dy (t) | Dy (t) dt = 
A% Bk “Ag e à 
e  2M  _ 
nr: + Pa | Dr (t) dé. 
+ 00: 


En prenant un vecteur. N''assez grand, on peut en vertu de la 
REOPEIELE (11) rendre le second. terme du dernier membre inférieur 


à — = pour W; => N° (= 4 +, 1). "On obtient en définitive 


| ox (f ne fa)i<g+s=e 
Don AR UMR es Nes 
D'o 


ont: 2) —f (æ) loi < & : 
Ce qui prouve le théorème. 

REMARQUE 1. Le théorème prouvé s’énonce comme suit: si f € C*, 
alors la suite de ses sommes de Fejér ox (f; &) = ON. D LE x) 
converge uniformément vers la fonction f (x) sous réserve que Ni 
—+ OO, . N, —- co. " 


REMARQUE 2. Le système de fonctions (3). est complet. dans C*, 
donc dans Los (cf. $ 17). 


REMARQUE 3. Comme. indiqué plus, haut, la série multiple de 
Fourier d’une fonction continue f (&) ne converge pas nécessaire- 
ment vers f (x) en tous les points de AÀ.,. On a cependant montré 
plus haut que la somme multiple de Fejér ox (f; x) d’une fonction 
périodique continue f converge vérs f (x) en tous les points æ — 
= (ty... 2n) € A. 

On a le. 

TusorëME 2. La série dè Fourier (7) d’une fonction f € L5+ con- 
verge vers f (x) en moyenne quadra tique 

(0) — Sn (fra) lLs, +0 (ic, :.., Na + 00) 
et l'on a l'égalité de Parseval 


RATES 


DEMONSTRATION. Elle se fait comme en dimension un (cf. $$ 9, 17) 
en utilisant la remarque 2 sur la complétude du système (5). 
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-Considérons maintenant la série .de Fourier (7) en dimension 
deux. En se servant des formules d'Euler e+#* — cos x + i sin x, 
on peut mettre la série (7) sous la forme 


,* 


1(& y) 0 ++ à (as c0s x + dipsin kr) + 
k=1 


re | de 
+ >, (Go cos Ly + co Sin 1y) + . 
1=1 


LE 


>: D (ax COS AT cos ne —- —. sin kz sin Ly + 


Rh=1 1 
Len, cos kx sin ly + di, Sin kx cos lÿ), ‘ (14) 
où 
A | 
7 _ |. À { (u, v) c6s ku cos lv du'dv; 
' = -7 | 
| des LL 
- ue | Ÿ fu, 0) sin ku sin do du dv, 
=K 7 :: re : D Re 
TR Le a (5) 
cou). Ÿ fu, à) cos ku sin lv du db, 
UR 
du = _ | f(u, v) sin ku cos lv du dv: 


‘5 Remarque 4. Si f (u,; ») est une fonction réelle, alors 47, bay CR 
et d£, sont des nombres réels. 
Signalons qu’on aurait pu obtenir la série (14) en utilisant diréé: 
tement l'orthogonalité du système de fonctions 
cos kz cos Ly, sin kr sin {y, cos kx sin: ly, sin kt cos ly (16) 
: (k,' = 0, +1, 2, de 
sur A j= {—r KT, y KT}. Ne 
La” série (14) dans laquelle les nombres ds . Cp et dy, sont 
calculés avec les formules (15) s'appelle :$érie de Fourier de la fonc- 
tion f sur le système de fonctions (16). Les nombres (15) s'appellent 
coefficients de Fourier de la fonction Î sur le système (106). 
Donc, on peut représenter une série multiple de Fourier sous la 


forme complexe (7) ou sous forme d'une série trigonométrique.mul- 
tiple (14). 
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En se plaçant de nouveau en dimension », on peut, sous réserve 
gne 


0 
fe C®, ns € CF, 
mettre le coefficient de Fourier çx, où 4, 0, sous la forme 


1 _i dé — 
= | e dt à (£) dt — 


As 
5 
_i R:t » 
è ji | : 
AUR-D Œ 


Une intégration par parties (u — f (4), e"Xn'n dt, — dv) nous donne 


n-1 
-i À hit; 


st 
J \ Of{t 
2e 


cu À (+) 
in Vu J? 


D'une façon générale si À = (À, . . ., À) est un vecteur à coor- 
données entières positives donné et 7} € C* pour tout vecteur à coor- 
données entières positives s & À (s;  À;, j — 1, ...,n), alors 
l'intégration par parties nous donne (compte tenu de la périodicité 
de ÿ et de toutes ses dérivées): 


où ANS arr, Lan, j=1, 2, ..., n—1}. 


ox (7) = pr ex (7), (17) 


= 2 kh— Jake... fn, 


Si, de plus, l’on a 4; = 0, alors on admet que À; — 0 et ki — 


= 0? = 1. Les nombres ex (J4)) sont les coefficients de Fourier de 
la dérivée 


a) ” gn+t-- nr oh; 
J (£) en À: An a, An ° 
on... on gt... otà 
Tusoreme 3. Supposons que À —=.(,, . .., À) est un vecteur 
à coordonnées entières strictement positives et que f (æœ) = f (x:, . .‘., æÆ,) 


est de la classe C* avec ses dérivées partielles J®), k<<X (k Lk;, 
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j=1....,n). Soit de plus 


nr | (A0 ()ldr <M° (18} 
Lx 


pour tout vecteur L = (1, ..., L,) dont les composantes l; sont égales 


à zéro ou à À; 
Sous ces conditions, 


1 
HOBRETE DA LEM D (19) 


où c ne dépend pas de M et de N;, mais uniquement de À. 


Fig. 119 


DéMonSTRATION. Pour simplifier, évaluons le reste de la série 
de Fourier de la fonction f en dimension deux 


+00 
pnffsæ)=( D D + X D )cneikr. 
(RAIDNa Ra=o0 JRaISN as RIZ Na 
Si l’on considère le plan engendré par les points ( (k1: k,) (ig. 119), 
alors le reste px (f; æ) comprend les termes de la série de Fourier 


correspondant aux points (4,, k,) à coordonnées entières de la partie 
hachurée. 
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Comme | eikt | — 1, on a 


He, 
px (7; a 2 Dr D -)lal= 
A1 Ex, Rg= — 00 PR IXNi lReIDNe 
7 Da Jenolt, Dre: Di let + : 
[R1Ç> LADE 21 es 
ED jee 2 0 D (af 


LADAE 1SlA SN: li Na 
‘En vertu de (17) SL 
1 RE ss ghÿ 
don (5; æ)l< 2 ALT cu m0 (or) 


{kil Ni [ki 


+3 > let 
RE pe [0 Vox ox 
ADN IRA>1 


NA 4 Up def 
ee ee }! de 
à | ke Tatn Le 0, Ra ga}: L 


IRIDNe 
Ait: 
L: | 9"17"3) | 
k on — C PE . 
+ 2 :à PAETAL EMA: 
1<TRIEN: RISN, 


En appliquant does de: Bouniakovski pour les sommes 
{cf. tome I, chap. 10, . 6, (7)) on obtient 


| 17 
10» (; æ)|<{ D | rw us v: EX (& )) ) "+ 


nr . LAB 
“1: \1/2 rs 2\ 1/2 
+(3 2m) (SO Das)" + 
7 ki CA Ôx 
TN RIDE Ni 16121 
UTC ga 1/2 
HS …) (> Leon, | (LP) és 
ko" 0x3? 
ÎRIZN a [ReI>DNS 
Len gMthaÿ \ 121172 
1STRAIEN rl >N2 ASIN: RIDN Dr or 


En vertu de la relation de Parseval et de (18), on a mainte- 
nant (A;,>1,-.j—1,...,n) 


nt Fate à 
C 0 "f 
0: A © | —— 
Lo (f ; ES (N, +1) 4/2 GES Lo* 
(Va UE |] oc gaËs [ILée (Not) 2 ]T o2es ÎfEsx 
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ee a ml 
(N,+4e 1/2 Or ôx?? FR CN, 1yu 1/2 (N it Dee 
Donc, 
Lx (F5; 2) Le (Sp ),  (20) 
_ À AN DAME {N3 + {ya i/2 | ? oh 


où la constante c ne dépend pas de 7, N, et MN. | 

En dimension n, cette majoration, s'établit de façon analogue. 

La majoration (20) dit que La série de Fourier de f (x) converge 
some sur À, pour À; 2 17 —1, 1 

. En vertu du théorème 2, la série de Fourier de la fonction f (x) 
converge vers f (x) en moyenne quadratique. Elle convérge älors 
uniformément vers f (x) (cf. lemme plus bas) et par suite : 


(à æ)1 = (F0) Sn (à a eMf D'UN + DNA, 
nn | mou 


COROLLAIRE. Si une onetion f(x) appartient là :la classe C* 
avec ses dérivées partielles 


ôf ôf 0?f &2f 
Ôz, *‘"‘? Orn? 01,02,? °°: bin den” . 
gag - onig e anft 
… Drouin” + Ta cr tn : Bat den : 


alors la série multiple de Fourier dé la fonction j (x) converge uniformé 
ment sur À, vers la fonction f (x). 
LEMME. Si ‘une série 
#40 @) 4 U; (æ) + 
de fonctions continues sur un domaine Q de R converge en: inoyenne 


guadratique vers une fonction continue S (x) et'converge en même temps 
uniformément sur Q vers une. fonction p (æ), alors 


LS (x) = p'(t), VxzEe Q. 


| DémMonsrraTIoN. Soient S x (æ) la somme N premiers termes 
de la série, VE Q une boule et : 


Wine le (x) Sn (æ)[. 


Par hypothèse du lemme, xy — 0 (N — oo). Donc, l'inégalité 
triangulaire (cf. $ 8) nous donne 


1/2 


(Î1S (&) pt) ax)" FL (TIS (œ)— Sn (æ)1? de) + 
4 -V 
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+(ÎISr pate) < TS (Sr tarde)" + 
d L'4 
+4xx-VmV 0 (N—o). 


Donc, le premier membre de cette inégalité est nul (il ne dépend 
pas de NW): 


| LS (&)— px) P de =0. 
V 


La fonction S (x) étant par hypothèse continue sur @ et p (x) 
continue sur Q comme la somme d’une série uniformément conver- 
gente de fonctions continues, on à 


S{x)—p({x)=0, VxE V. 

Si l’on admet qu'il existe un point æ° en lequel 

LS (7) — œ (x) > 0 

on aurait obtenu | 
| LS ()—p(a)l dx > 0 
V 

(cf. tome I, chap. 6, $ 2, théorème 8). 

La boule V € Q étant arbitraire, il vient 

S(æ)=p(x), VreQ, 


ceci prouve le lemme. 
TH£sorgMEe 4. Pour toute fonction f de C* et n => 0 quelconque, on a 


Sx(f; &)—f()= 7 | Il Da, (u,) Lf (æ+ a) — f (æ)] du +0 (1) (21) 
x, j=1 
unijormément sur tout domaine Q € A. 
L'ensemble X, est la réunion des ensembles 


n 
n={lu;l<n} (G=1,...,n), ie. Kn= U QG n; 


N — oc signifie que N, — co, ..., N, —+ co. 


Le théorème est valable dans le cas où la fonction est intégrable 
(-Riemann ou -Lebesgue). Nous glisserons sur la démonstration de 
ce théorème, qui, signalons-le, fait intervenir les mêmes propriétés 
des intégrales multiples de Fourier que celles des intégrales simples 
de Fourier (cf. $ 12, formules (9), (10) et (11)). 
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On remarquera d’autre part que dans la formule (21) on ne peut 
remplacer l’ensemble X, par un cube A, = {[u; [| <n,j = 1, ... 
..., n} et c'est là que réside la différence essentielle entre les 
séries de Fourier de fonctions de plusieurs variables et celles de 
fonctions d’une variable. 

La formule (21) peut servir à établir des conditions suffisantes 
de convergence de la série multiple de Fourier d’une fonction f (x) 
vers f (x), compte tenu des propriétés de cette dernière. 


CHAPITRE 5 


ÉQUATIONS DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 


S 1. Température d’un corps 


Considérons un corps Q. Soit 
u = u (x, y, 2, t) 


sa température au point (x, y, z) à l'instant t. Montrons que ln 
fonction u est solution de l’équation différentielle 


0 92 62 
Het) (av DE) a) 
que l’on désigne encore par 
OÙ _ 9 
GE a*Au, (| ) 
où 


Cette équation qui est un exemple d'é- 
quation linéaire aux dérivées partielles 
du second ordre s'appelle équation de 
la chaleur. 
Considérons un cube élémentaire o 
Fig. 120 du corps Q (fig. 120). La quantité de 
chaleur traversant la face gauche de 5 de 
droite à gauche pendant l'intervalle de temps (t, t + At) est aux 
infiniment petits d'ordre supérieur près égale à 


rs (x, y, z, t) Ay Az At, 


œ& étant le coefficient de conductibilité calorifique qui est supposé 
constant. En effet, cette quantité de chaleur est de toute évidence 
proportionnelle à &, à l aire Ay Az de la face considérée, à l’accrois- 
sement du temps et à la vitesse de variation de la (OPerA Re 


suivant l’axe Ox, vitesse qui est égale à la dérivée partielle < — 
La dérivée partielle est variable dans les limites de la face. ne _ 
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négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur, on peut admettre 
qu'elle est égale à la valeur de au point (x, y, Z, t). 


La quantité de chaleur traversant la face droite de © de la droite 
vers la gauche est visiblement égale à 


a (x+ Az, y, z, t) Ay Az At. 


La quantité dé chaleur entrant dans le cube o par ses faces gauche 
et droite pendant l'intervalle de temps considéré est égale à 


a (x+ Az, y, 2, d) nas. y, z, t)AyAzAI— 


a (x, y, z, t) Ax Ay Az At. 


La quantité totale de chaleur entrant dans © pendant l'intervalle 
de temps (£,.t + At) est de toute évidence égale à la.somme des 
quantités de chaleur entrant par toutes les:faces de 0° BERG cét, 
intervalle de temps: | 


Ne | ï 
œ ( EE ES TE Na _— Az Ay Az At. (2} 

Mais cette quantité est égale aussi à 
BTE Az Ay Az A6, (3) 


où f est la chaleur de qui est ne constante. 
_ En égalant (2) et (3) et en simplifiant, on obtient l'équation 
différentielle {1}, où 


Œœ 
a —, 
P 


_Nous avons ainsi prouvé que la température de fa est une. fonctioir 
u = u (à, y, z, t), solution de l'équation (1), où &° est une constante 
strictemént positive dont on a établi la signification physique plus 
haut. On s'est limité du reste au cas où le corps se caractérisait par 
une chaleur spécifique et un coefficient de conductibilité calorifique 
constants. 

L’équation différentielle (1) possède une infinité de solutions. 
Pour trouver celle qui convient on impose des conditions subsidiaires 
à la fonction uw: des conditions initiales et des conditions aux limites. 

Voyons quelques problèmes liés à cette question. 


$ 2. Problème de Dirichlet 


On dit que la distribution de la chaleur d’un corps est stationnaire 
si la température u du corps dépend de la position du point (x, y, 2) 
et non de la température t, c’est-à-dire que 


u = u(xz, y, 2). 
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Dans ce cas 
ou 


PTT BA 


et la fonction w est solution de l'équation 
Au = 0. 


DÉFINITION. On dit qu'une fonction u (x, y, z) est harmonique sur 
un domaine Q si elle possède des dérivées partielles du second ordre 
continues sur Q et si elle est solution de l'équation 


Au = (. (1) 
L'équation (1) s'appelle équation de Laplace *)., On a le 


THÉOREÈME. Etant donnée une fonction f (x, y, z) continue sur T, 
frontière différentiable par morceaux d'un domaine borné Q de l'espace, 


il existe sur l’adhérence Q une fonction unique u (x, y, z) harmonique 
sur Q telle que 
u Ir = f(x, y, 2). 


Ce théorème admet une interprétation physique évidente. Si l’on 
maintient la frontière [' d’un corps Q à une température uw [r — 
— f (x, y, 2), où f (x, y, 2) est une fonction continue donnée sur |’, 
alors on aura une température bien définie à l’intérieur du corps. 
Cette affirmation est évidente d’un point de vue physique. On peut 
l’établir mathématiquement. Ce problème, dit problème de Diri- 
chlet, est très bien étudié. On connaît même plusieurs méthodes de 
résolution approchée. 

Le problèmede Dirichlet est d’un usage fréquent dans le plan. 
Il s'énonce ainsi: | 

Etant donnée une fonction f (x, y) continue sur la frontière T 
différentiable par morceaux d'un domaine plan Q, on demande de 
trouver une fonction u (x, y) continue sur Q = Q + T et harmonique 
sur Q, c'est-à-dire une fonction possédant des dérivées partielles secondes 
continues et vérifiant l'équation de Laplace sur Q : 


Au = 0 (a= +2) s 


Ce problème admet une solution: il existe sur une fonction 
unique w (x, y) remplissant les conditions indiquées. 

Les cas particulièrement importants sont ceux où le problème 
de Dirichlet admet une solution analytique. 

Plus bas nous donnons la solution analytique du problème de 
Dirichlet pour le disque. 


1) Pierre Simon Laplace, astronome, mathématicien et physicien français 
(1749-1827). | 
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$ 3. Problème de Dirichlet pour le disque 


THEORÈME. Soit ©o un disque unitaire ouvert centré en l'origine 
d'un système de coordonnées rectangulaires (Ox, Oy) et sur la frontière [à 
duquel est donnée une fonction continue 2n-périodique f (6), où 6 est 


l'angle polaire d'un point de V. Sur l'adhérence o = © + T' du disque o 
il existe alors une fonction u (x, y) et une seule, continue sur 6, harmo- 
nique sur 6, égale à f (0) sur T': 

u |r =.f (6). (2) 


_ En coordonnées polaires (p, 0) la fonction u — u (p, 8) se repré- 
sente par la série 


u(p, 8) = + D p" (a, cos 40 + B, sin 46), (2) 
R=1 
où 
2 | 
= À (CERN E. = 0: 4, 2,0 
b, ” Tr | sin k0 


sont les coefficients de Fourier de la fonction f (0). 

Nous allons prouvé le théorème sous l'hypothèse que la fonction 
f (6) possède une dérivée seconde continue, bien que le théorème 
soit vrai si f (0) est seulement continue. 

Développons la fonction f (8) en série de Fourier 


F(6)= + + >” (a, cos 0 + b, sin 48). 


k=1 
Comme f(6) possède une dérivée seconde continue, il vient 


2M 
ee 7 3 RIRES "KE ? kZ0, (3) 


où Ja constante M — max |f” () F (ci. chap. 4, $ 7). On a 


ALI 


| E* (ax cos k0 + b, sin 46) | K [a | + Ib: | O<Kp<1), 
et puisque la série 


kR=1 


converge, alors le théorème de Weierstrass nous dit que la série (2) 


converge uniformément sur oc. Donc, w (bp, 6) est continue sur ç 
comme somme de série uniformément convergente de fonctions 


19—0687 
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continues. De plus, 


u (1, 6) = + D (ax cos k8 + b, sin 40) — j (6), 
k=1 


autrement dit on a (1). 
Chaque terme de la série (2) est solution de l’ équation de Laplace 
en coordonnées polaires : 


Pu. 4 ô2u 


ou a TP Ft p . 


= 0 
(cf. tome I, chap. 9, $ 9, exemple 3). On a par ailleurs (0 Sp < 1) 


ô L | ; 
6 — » “kp*”t (a, COS 40 +- b, Sin KO), 


k=—1 


= — N\ Ep} (— a, cos k0 —b, sin 40). 


kA=1 


pe = Di # (E— 1) p2 (ay cos kO + b, sin Æ0), 
=D | 
U 


La dérivation terme à terme de la série (2) est licite, car pour tout 
00 E10, 1 [ les termes des séries (4) sont inférieurs respectivement 
aux nombres 


per = AMph (0 SPP) 
et la série 
AM Di pi < (0 <p5< 1) 


est convergente. 

Donc, la somme x (p, 6) de la série (2) est solution du problème 
posé (est une fonction harmonique). 

Nous glisserons sur l’unicité de cette solution. 


$S 4. Problème de Dirichlet pour le demi-plan 


Dans le demi-plan RŸ = {—o0 << x << æ,.y >> 0} on demande 
une solution bornée de j équation différentielle 


Au = 0, (1) 
vérifiant Ja condition aux limites 
u (x, 0) = p (x): (Eco LEE 00). 2) 
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Il est immédiat de vérifier que les fonctions 
ua (x, y) = [a (À) cos Àx + B (À) sin Ar] exp (—Ày) 


sont des fonctions harmoniques bornées sur R° quel que soit À = 0 
fixe. Donc, la somme de telles fonctions et même l'intégrale par 
rapport au paramètre À 


u (x, y)— | [a (À) cos Àx + (A)sin hr] exp (— Ày) dA (3) 
Ô | . 


seront solutions de l'équation (1), pourvu ‘que la dérivation par 
rapport à x et à y soit licite sous le signe d'intégration. Déterminons 
les constantes & (À) et $ (À) à partir de la condition (2): 


u (x, 0) = f La (A) cos Àx -L B (À) sin hr] dà = q(r). (4) 
0 


Représentons la fonction @(x) par l'intégrale de Fourier : 


p (x) “ (= Î op (£) cos,ËA dE) cos Àx + 
) 


— 


+- (= Î op (£) sin EA dé} sir lc} dA. (1) 


En comparant les formules (4) et (5) on constate que 


a (Q)=+ | pOeostrd, O2 | pÉsnthdæ. (6 


En portant ces fonctions dans (3), on trouve 


CO 


De 


œ (t) (i exp(—Ay)cos (tx) dh | dt. 


En vertu de l’exemple 4 a &, 8 44), on a 
| ! 00 . dt . : 
u(x, y}=— Î AD Eee) (37 
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REMARQUE 1. Supposons qu'une fonction @ (x) admet des dérivées 
continues jusqu'à l’ordre quatre compris telles que 


PA (x) 0, +00 (k— 0,1, 2, 3, 4); 


Mi=—+ À ph (x)|dr <oo (k—0, 1, 2, 3, 4). 


De (6) on déduit alors les majorations 
MIS TOITS: (7) 


où c est une constante. En effet, si | À | 1, alors 


CUIES j [POI = ME. (8) 


Si [A [=>1, alors une quadruple intégration par parties nous donne 


ah = + p OS —7 | v'Osintr 


| gt (E) cos En de, 


— 


1 (., , 1 
bi | \ sin d&=...- 


2M 
COS SEE (9) 
La première inégalité (7) résulte de (8) et de (9). La deuxième inéga- 
lité (7) se démontre de façon analogue. 
e * : 2 
Les majorations (7) assurent l'existence de fonctions u, _ , me 


continues et bornées dans le demi-plan supérieur R°. 

REMARQUE 2. On peut prouver que si une fonction p (x) est con- 
tinue et bornée sur ] —œ,  [, alors la solution du problème de 
Dirichlet pour le demi- plan supérieur obtenue à l’aide de la formu- 
le (3”) est unique dans la classe des fonctions bornées. 


$ 5. Equation de la chaleur dans une barre 


Considérons une barre de faible section, isolée (recouverte d’ une 
matière isolante), portée par l’axe Ox entre les points d’abscisses 0 
et n (fig. 121). On admet que les propriétés physiques de la barre 
sont les mêmes en toute section de cette dernière. Donc, la tempéra- 
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ture de la barre est une fonction 

u = u (x, t) 
de l’abscisse x de la section et du temps t. 

D'après le $ {, la fonction zx est solution de l’équation aux déri- 
vées partielles 
0? 

PTE Ro 
où a? >> O est une constante sous réserve que la chaleur spécifique 
et la conductibilité calorifique ne dépendent pas de x 

Posons le problème suivant: . on de- 
mande une fonction w(z, t) continue #4 


pour #0, x E[0, nl, possédant des 
dérivées partielles ee et = continues 
pour t—>0,xE€ (0, nl, vérifiant l’équa- : 
tion différentielle ({) pour {>> 0,x € [0, ] r x. 


nr] et les conditions suivantes: 
‘1):la condition initiale Fig. 121 


uG 0 =f(a) GE (0; xl), (2) 


où f 7 est une fonction ‘continue donnée sur [0,. x]; 
2) les conditions aux limites 
u (0, } = u (nm, it) =0, Vt> 0. (3) 
On admet ni qu'à l’instant initial é = 0 la température de la 
barre est exprimée par la fonction j (x) (cf. (2})) et que la température 
est nulle aux extrémités pendant la durée de l’expérience (cf. (3)). 
On résoudra l'équation (1) par la méthode de Fourier de séparation 
des variables. Cette méthode consiste à chercher les solutions parti- 
culières de l'équation (1) vérifiant seulement les conditions aux 
limites (3), ‘sous forme d’un produit de Le fonctions dépendant 
chacune d'une seule variable : 
u (x, t) = X (x) T (&). (à) 
On cherche les solutions non triviales, © ’est-à-dire non identique- 
ment nulles. De (4) on  . que 
Eu " ou / 
ÈS à 6 | = ÀT’. 
En portant ces ee …. (1), on trouve 
PAST x" 
CRT X. (9) 
res (5), le premier membre ne dépend pas de x et le second def, 
onc 


L FN KT... Re 


où u est une D 
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Les fonctions X (x) et T'(t) sont solutions des équations diffé- 
rentielles ordinaires 


T' + auT —. 0, (8) 
où u est une constante. 


‘ Comme on cherche les solutions vérifiant les conditions (3), 
pour tous les £ on doit avoir 


u (0,4 = X(0)T()=0, u(n, ti) = X (an) T(t) = 0. 


Si l'on admet que F (f) = 0, Vé, alors u (x, t) = 0 pour tous les x 
et t. Donc, il existe‘au moins un # pour lequel 7 (t) = 0. Mais alors 
_ X(0) = X (x) = 0. (9) 

Nous sommes conduits au problème suivant. Trouver des nom- 
bres u pour lesquels l'équation différentielle (7) possède une solution 
non triviale sur [0, xl vérifiant les conditions aux limites (9). 

Ce problème s appelle problème de Sturm-Liouville *) pour l’équa- 
tion (7) sur l'intervalle {0, x] avec les conditions aux limites (9). 
Les nombres 1 cherchés s'appellent valeurs propres du problème de 
Sturm-Liouville et les fonctions non triviales vérifiant les conditions 
aux limites (9), fonctions propres associées à ces valeurs propres. 
. On cherchera la solution parmi les nombres strictement positifs 
u = À2>> 0 (à >> 0). Dans ce cas, les nombres +iX sont les racines 
de Féquation caractéristique, donc la solution générale de l’équa- 
tion’ () est de la: forme: 

| X'(x) = —= C1 cos kz + none 
De (9) on. déduit que 
ie € Cos ÀT + c, sin à, { Cysin Àn=0. 

Pour que la solution soit non triviale, il faut que C, = 0 et que 
sin À — 0. La dernière condition n’a lieu que pour À = 4 — 

= 1, 2:09. . À chaque À correspond une solution 


x, (zx) = dasin ke (k — 1,2, :..) 
qui vérifie de toute évidence les conditions aux limites (9). C'est 
une solution non triviale de l'équation (7). Ainsi, les nombres 


Ur — k? (4 = 1, 2 nee) 
sont les valeurs propres du problème de Sturm-Liouville posé plus 
haut, et les fonctions 
Xn —= dx Sin k4x = 1, 2, ee) 
les fonctions propres associées à ces valeurs pour d, 0, 


1) Joseph Liouville, mathématicien français (1809- -1882). Charles Sturm, 
mathématicien français (1803-1855). : 
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Nous avons trouvé toutes les valeurs propres et les fonctions 
propres du problème de Sturm-Liouville, car pour tout nu & 0 
l'équation différentielle (7) ne possède qu’une solution triviale 
vérifiant les conditions X (0) = X (x) = 0. 


En effet, pour u — —À? << 0 la solution générale de l'équation (7) est de 


la forme X = Ce + Cie. Déterminons les constantes C, et €, à partir de 
la condition (9): 


{ 0=Ci+Co 
0= Cut Ce ARE 


Le déterminant de ce système 


| 4 { 
A = 


| 
MT LAN TS Me "#0, 


donc, ce système n’admet que la solution triviale €, = €, = 0. Par suite, 

l'équation (7) n'admet pas pour u = —À? << 0 de solution particulière non 
triviale vérifiant les conditions (9). 

Si u — 0, alors l'équation caractéristique admet zéro pour racine double et 

la solution générale s'écrit alors 

É X (x) = C1 + Car. 


En tenant compte des conditions aux limites, on obtient C; = 0, C; + Cor = 0, 
doù C;, =C,;=0 et X'(x) =0 


Reste à résoudre l'équation (8) pour u;, = #?. On à 


TL aRT 0, Da dt, T(t) = A, exp(— akti), 
où A, est une constante arbitraire. 
Donc, 
Uy (x, t) = ba exp (—ak?t) sin 4x (b;, = A;dh) (10) 


sont les solutions particulières de l’équation (1) vérifiant les condi- 
tions aux limites (3). 
Il est immédiat de voir que la somme finie 


N 
un (x, t} = 2 bn exp(—a?k?t) sin kr, 


où b, sont des constantes arbitraires, est à son tour une solution 
de l’équation différentielle (1), vérifiant les conditions aux limites 
un (0, t) = un (x, t) = 0. Donc, la somme de la série 


| u (x, 1) = 2 b, exp(—a?k?t) sin kx (11) 


vérifiera pour 6, assez petits l'équation (1) et les conditions aux 
limites u (0, £&) = u {n, t) = 0. 
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Choisissons maintenant les coefficients b; de telle sorte que soit 
réalisée l'égalité 


u(x, 0)=f(x)— S bysinkr (0Lr<n). (12) 
R=1 
Les nombres b, se détérminent de façon unique à l’aide de la formule 


It 
by = + À f (4) sin kt dt, 
0 
c'est-à-dire sont les coefficients de Fourier de la fonction f (cf. 
chap. 4, $ 3). 

Si la fonction f (x) est continue sur [0, x, alors la série (12) 
converge vers elle en moyenne quadratique sur [0, x} (cf. chap. 4, 
$ 10, théorème 2). 

Si la série 


Di lb < 0 
k=1 
est convergente, alors la série (11) l’est uniformément en vertu des 
inégalités | 
| b, exp (—a*#°t) sin kx | < [63 | (43) 
et sa somme est une fonction continue pour £ >> 0. 
La série (11) converge très rapidement pour t{ = 0 et on peut 
la dériver terme à terme autant de fois qu’on le veut. En particulier, 


_ = — > k2b, exp (—a?kît) sin kx, : 
ie (14) 
TE — a Y kb, exp (— ak?t) sin kz, 
Co k=i 
d’où il résulte que 
ou 2 ru ôfu 


= ® 
a F7 

La légitimité des relations (14), c'est-à-dire la dérivabilité 
terme à terme de la série (11) pour { => 0, se démontre comme suit. 
Etant donné t# > 0, choisissons t, tel que 0  t, << t. Dans le cas 
de la première série (14) par exemple, en tenant compte de ce que 
lb, | M, on aura alors 

| kb, exp.(—ak?t) sin 4x | Mk? exp (—ak"ts). 


Or, la série de termes positifs (constants) 


M À Hexp (— ak) <'c0 
Rk=1 | 
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converge (on le vérifie avec le critère de D’Alembert ou de Cauchy). 
Ceci et la majoration (13) indiquent que la double dérivation terme 
à terme par rapport à x est licite. 

REMARQUE. Nous avons établi plus haut que le problème de 
Sturm-Liouville 


X"+uX =0, X(0)} = X (x) = 0 (15} 
possède les valeurs propres 
= À, da, = 4, di = 9, ss M = one (16) 


Elles sont strictement positives, et les fonctions propres correspon- 
dantes 
sin x, sin 2x, sin DES ss LS AT, Len (17} 
forment un système orthogonal sur l'intervalle [0, xl: 
ELA 
jsinkzsinlrdr=0 (k54 1). 
0 


On sait (cf: chap. 4, $ 10, théorème 2) que le système (17} est complet 
dans Z, (0, x), c 'est-à-dire que la série de Fourier de toute fonction 
continue par morceaux sur l'intervalle [0, x] sur les fonctions de ce 
système converge en moyenne quadratique vers cette fonction. 

Le lecteur trouvera quelques généralisations de ces faits au $ 10 
de ce chapitre. 


$ 6. Equation de la chaleur dans une barre 
de longueur infinie 
En vertu du $ 5 la température w (x, y) d’un point x de la barre 
à l'instant + est solution de l'équation différentielle 


ôu ou 
"ôt = 0? Oz? ‘ (1} 


Considérons une barre de longueur infinie (—o0 << x «7 oo). Les 
conditions aux limites n’ont plus de sens, aussi cherchera-t-on une 
solution bornée de l’équation (1) vérifiant uniquement la condition 
initiale | | 

u |3=0 = u (x, 0) = œ (x), (2) 
où la fonction œ (x) est définie sur l’axe des réels tout entier. On ad- 
mettra que la fonction @ est continue et appartient à L' (—00, oo). 
Ce problème s "appelle problème de Cauchy pour l'équation (1). 

Pour simplifier l'écriture on admettra que a = 1. 

On se servira de la méthode de Fourier de séparation des variables 
pour résoudre le problème posé. On cherchera une oaton particu- 


lière sous la forme 
u (x, = X (x)T (t). 
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En portant cette fonction dans (1), on obtient 


e Cab . T7 _ ; 

FAT: 
T'=uT, (3) 
X"—=uX. (4) 


La solution de l'équation (3) est de la forme 
T (t) = C'exp (ui): 


Il est évident que la température w (x, t) = X (x) T'(t) ne peut 
croître indéfiniment lorsque £ — co. Donc, la constante a doit être 
strictement négative. Posons u = —??. La solution de l’équation (4) 
est alors 
X (x) = À (À) cos Àx + B (À) sin À. 
La fonction 
un, (x, t) = La (À) cos Az + B (À) sin Àx] exp (—X*5) (5) 


est une solution particulière.de l’équation (Î) quel que soit À. Donc: 
la somme. de telles solutions et l’intégrale par rapport à À de la 
fonction (5): 


u (x, t)— | [a (à) cos Az + (À) sin Axjexp(—#)dh (6) 

0 
seront solutions de l’équation (1). Les fonctions & (4) et (A) doi- 
vent de toute évidence décroître assez vite vers zéro pour que la 
dérivation de (6) par rapport aux paramètres x et f soit licite. Déter- 
minons les fonctions & (À) et $ (À) à partir de la condition initiale 


u (x, 0) = | [a (À) cos À x + $ (À) sin Àx] ah = œp (x). (7) 


Représentons la fonction œ@ par l'intégrale de Fourier (cf. chap. 4, 
8 13,.(1)): 


Où 


œ (x) — { (+ | p (£) cos EA dé) COS ÀT + 
0 


+(+ je® sin ÀË de) sinhz} a. (8) 
En comparant les formules (7) et (8), on voit que 


aG)= + | g(Bcosbr di s@= 2 | p()sinen dE. (9) 


— 00 — © 
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En portant ces valeurs dans (6), on obtient (cf. chap. 4, $ 14, 
exemple 12): h 


u (x, ot p (E) cos À (E — x) dé lexp (— A2t) di — 
0 —® 


+8 [| Ale 


Tool exp(—?) cos | de — 


vtr vil 


7e e@terenp (- F)d. (10) 


Ceci résout intégralement le problème (1), (2). 
REMARQUE . Si la fonction q remplit les conditions mentionnées 
dans la remarque 4 du $ 4, alors la solution du problème de Cauchy 


obtenue à |? ee de la formule (10) est continue et bornée avec ses 


dérivées 1 S 7: et est l’ unique solution dans la classe des fonctions 


bornées. 


$ 7. Petites vibrations d’une corde 

On appelle corde un fil fin travaillant à la traction maïs pas à la 
flexion. 

Supposons qu’une corde est tendue entre deux extrémités fixes 
qu'on supposera placées le long de l’axe Ox aux points d’abscisses 
z—=aet x = b. On admettra qu’elle est soumise à une tension 7 
et que sa densité:est égale à p. A l’instant initial £ = 0 on pince la 
corde, qui, aussitôt relâchée, se met à vibrer. 

Soit 


ua u(z, ê) @ € la, b];: t > 0) 
l'écart par rapport à la position d'équilibre de tout point d’abscisse x 


de la corde à l'instant 1 
Formons l’équation du mouvement de la corde. 
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La figure 122 représente l’aspect de la corde à l'instant f. 


L'élément de corde correspondant à l'intervalle [x, x + Axl 
— — 

est soumis aux tensions BC et AD d'intensité T : 
=> >. 
[BC|=}ADI—- 

— 
La force BC appliquée au point B d’abscisse x + Ax est dirigée 
suivant la tangente à la corde en ce point et fait avec l’axe Ox un 


u| 


X+AXx 


Fig. 122 


angle & dont la tangente est 
_ êu (x + Az, JM 
ôêz : 


Comme la corde effectue de petites vibrations, on peut admettre que 


tga— 


| t& x & sin a. 
Donc, 
sine e Ou (zx + Az, d) 
Ôx 
— 
La projection de la ire BC sur l'axe Ou visiblement égale à 


T snau= A 2 8 1 
| 0x 


La projection de la force AD sur l'axe Ou est. égale à 
êu(zx, t) 
ôx me 
La somme de ces deux projections vaut | 
m du(z + Az, t) Qu (x, à) ô?u (x, #) 
T 9x -. ; —T _Ôz AT . dr? Az. 


Nous avons partout négligé les infiniment petits d' DEdre. supé- 
rieur à Az, car nous étudions les petites. vibrations de la corde. 
Par ailleurs, le produit de la masse par l'accélération de l'élé- 
ment. de ‘corde considéré est égal à. | 
Œ?u (zx, t) 
PAR Re 


—T 


3 :] PETITES VIBRATIONS D’UNE CORDE 301 
Done, 
Une simplification par Az nous donne l'équation différentielle du 


mouvement vibratoire de la corde, dite équation des ondes à une 
dimension : 


o?u ou ur L 
mer (ee). () 


Nous sommes ainsi conduits au problème suivant: trouver la 
solution de l’équation linéaire aux dérivées partielles du second 
ordre (1) vérifiant les conditions initiales. 


Ô , Ÿ 
un(e, O)=f(r), ED LF(x) (2) 
et les conditions aux limites 
u (0, t) = u (x, t) = 0. (3) 


Les conditions initiales (2) indiquent la position de Ja corde 
et sa vitesse à l'instant initial { — 0. Les fonctions j (x) et F (x) sont 
données. | 

Les conditions aux limites (3) expriment que les extrémités de la 
corde sont fixées aux points a = 0 et b = 7. 

On peut résoudre ce problème par la méthode de Fourier (comme 
au $ 5). On cherche d’abord la solution de l’équation (1) sous forme 


d'un produit | | 
u (x, 1) = X (x) T (b, (4) 
avec les conditions aux limites 
X (0) T (t)=0, | 
X (x) T(#)=0 (8) 


pour tous les £>>0. On a alors 
X (0) = X (x) = 0, 
sinon 7 (}=0et u (x, t)= 0. En portant le produit (4) dans (1), 
on obtient 
XT"=0X"T, 
ou 
Lee 
- TT XX’. 
Mais une fonction de t et une fonction de x ne peuvent être égales 
que si elles sont toutes deux égales à une constante que nous désigne- 
rons par —u: 
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On obtient en définitive deux équations différentielles ordinaires 

X"+uX =0, X (0) = X (x) = 0, (6) 

T° + a uT = 0., (7) 

L'intégration de l’équation (6) donne lieu à un problème de 

Sturm-Liouville (cf. $ 5). On sait que la solution de ce problème est 

donnée par les valeurs propres 

= #7 (k=1, 2, su) 

et les fonctions non bte correspondantes (fonctions propres} 

XL (x) = sin kzx (k = 1, 2, ...) 


vérifiant les conditions (5). 
La solution générale de l’équation (7) correspondant aux u4 = 4° 
trouvés est 


Ta (à) = An cos akt + By sin aët (k — 1, 2, ...). 


Donc, toutes les solutions de (1) de la forme (4), vérifiant Îles 
conditions aux limites (5), peuvent s’écrire 


ur (x, t) = (A, cos akt + B, sin akt) sin 4x (k — 1, 2, ...), 


où les constantes À, et B, sont arbitraires pour chaque k. Donc, 
les sommes 


N 
2 (43 cos akt-+ PB, sin akt) sin kx 
k= 


sont aussi des solutions de l'équation (1) vérifiant les conditions 
aux limites (5). C’est aussi le cas des sommes des séries 


u (x, t) = Pr (A, cos akt + B, sin akt) sin kr (8) 


sous réserve que les nombres À, et B, tendent assez vite vers 0 
pour autoriser une double dérivation terme à terme. 

Nous disposons maintenant d’un grand nombre de fonctions 
u (x, t) vérifiant l’équation (1) avec les conditions aux limites (3): 
ces fonctions sont définies par la formule (8), où les nombres 4; 
et B, sont arbitraires mais tels que les conditions de convergence 
mentionnées soient réalisées. 

Pour trouver la solution qui satisfait. les conditions initiales (2), 
dérivons (8) par rapport à t: | 


+ (x, t)=— ÿ ak (— A sin akt + Bx cos akt) sin kx (9) 


R=—1 
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et égalons (8) et (9) pour t—0 aux fonctions données f(x) et 
F(x) : 


f(x)= À Assinkr, F({x)= D akB, sinkx. (10) 
R=1 k—1 
D'où 
À 
4= + | sin ktdt, Bis er sin ktdt. (li) 
0 0 


Si les fonctions f (x) et F (x) sont continues sur [0, x}, cela suffit 
pour calculer les nombres À, et B, par les formules (11), et les 
séries (10) convergeront vers ces fonctions en moyenne quadratique 
(cf. chap. 4, $ 10). Certes, si les fonctions f (x) et F (x) sont non seule- 
ment continues mais possèdent des dérivées continues (jusqu’à 
l’ordre trois), alors la somme de la série (8) aura a fortiori des déri- 
vées secondes continues. | 


$ 8. Vibrations d’une corde infinie. 
Formule de D’Alembert 


Si une corde est très longue, ses extrémités auront un faible effet 
sur des vibrations engendrées quelque part au milieu. 

Donc, l'étude des vibrations libres d’une corde de longueur 
infinie implique l'intégration de l'équation 


d'u ê?u 
FT = =? = O2? (1} 
avec les seules conditions initiales 
u (x, 0) = f (x), (2) 
ut (x, 0) = F (x). (3) 


Ce problème s'appelle problème de Cauchy. 

Pour le résoudre nous procéderons comme suit. Introduisons 
les variables . 
É—zt—at, n—x+at; (4) 


l'équation (1) devient alors 
ê?u 
ô6 n 
L’équation (5) admet visiblement pour solution la fonction 


u= p(Ë) +%i(n), 


où œ et sont des fonctions arbitraires que nous supposerons être 
deux fois dérivables.: 


= 0, (5) 
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En revenant aux anciennes variables, on obtient la solution de 
l'équation (1) sous la forme 


ue, ?) = pe — at) + D (x + ai). (6) 
Une dérivation immédiate de (6) nous montre que c’est bien le 
cas. On a 
ux = pt — ai) +wvd(r+at)}, . 
ui = —ag' (x — at) + aÿ' (x + at), 
Urx = D" (x — at) + D" (x + at), 
uÿ = ap” (x — at) + ab" (x + at), 
autrement dit | 
CUxx — Ut. 
La solution (6) s'appelle solution de D’Alembert. 
Déterminons les fonctions œ et 1 à l’aide des conditions initiales : 


p (x) +4 (x) = f @), (7) 
—ap (x) + aÿ (x) = F (a). (8) 


En intégrant (8) sur [0, x], on trouve 
x 


1. 
—p{s)+b()=+ | F() a+, (A) 

0 
où C est une constante arbitraire. De (7) et de (9) on déduit que 


| 1 


| PH 
| ve (+ 


F(y)dy—<, 
(10) 


F (u) dy ++. 


La solution du problème de Cauchy s’écrit maintenant: 
* x—-at 
1 | | 
u (x, t)= p(z—at)+b(r+at)= 2 f(x at) | F (y) dy + 
0 
x+ai 


+5 fG+a)+— À F (y) dy 
0 


ou bien 
x+at 
u(x, = 1e HIGHER EE CF (y) dy. (41) 


x—ai 


La formule (11) s'appelle formule de D'Alembert. 
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$ 9. Vibrations d’une membrane circulaire 


Supposons qu’une membrane s'appuie sur un cercle de rayon { 
centré en l’origine © d'un système de coordonnées polaires (r, o) 
(fig. 123). On admettra que la membrane est fixée par son bord 
r = {. Si la membrane est soumise à 
l'action d’une force, l'écart x des 
points de la membrane sera une fonc- 
tion des coordonnées r, œ et du 


temps f: 7) 


u = u(r, @, t). 


En reprenant les raisonnements du 
$ 7, on trouve que le mouvement vi- 
bratoire de la membrane est décrit par 
l'équation Fig. 123 


ou 
Ôt? 


d?u 4 ôu 4 du 
cn DAS 20 Re 
— a’Au = a (5 de TE 


(1) 


que l’on appelle équation des ondes à deux dimensions. On cherchera 
la solution qui vérifie la condition aux limites 
et les conditions initiales 
ou 
uno ff) |, =Æt). (5) 
On considère ainsi des vibrations de la membrane telles que les 
vitesses et les écarts des points de tout cercle de rayon r  Î centré 
en l’origine des coordonnées ne dépendent pas de o à l'instant initial. 
La fonction x ne dépendra donc que de r et de t et l'équation (1) 
prend la forme plus simple: 
ô?u du . 1 ôu 
= @ | }. (4) 
On peut chercher la solution de l'équation (4) vérifiant les con- 
ditions (2), (3) à l’aide de la méthode de Fourier. On commence par 
chercher les solutions de la forme 


ur tb = U(r) T (+). 
On démontre sans peine (comme au $ 7) que les fonctions 7 (t) 
et U (r) sont solutions des équations 
T° + u°aÿT = 0, (5) 
U" + UV" + pe —0. (6) 
I1 faut donc trouver les nombres u pour lesquels l’équation (6) 
possède une solution non triviale ÜÙ (r) vériliant la condition aux 
20—0687 
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limites | 
UA)=0. (7) 


Ces nombres u s’appellent valeurs propres du problème de Sturm- 
Liouville considéré, les fonctions Ù (r), fonctions propres associées 
à ces valeurs. 

REMARQUE. Au $ 7, on a posé le problème de Sturm-Liouville 
pour une équation différentielle du second ordre avec deux condi- 
tions aux limites {(X (0) = X (x) = 0). Dans le problème considéré 
ici, pour une équation du second ordre aussi, figure une seule condi- 
tion aux limites (U (1) — 0). Cela est dû au fait que cette équation 
présentant une singularité en r — O0 possède des solutions bornées 
et des solutions non bornées. En fait, on cherche ici les fonctions 
propres satisfaisant à deux conditions aux limites: la première 
condition est que la fonction U (r) doit être bornée au voisinage de 
r — 0, la deuxième condition est U (1) = 0. 

Pour résoudre l’équation (6), faisons le changement de variable 


= ru, V(p) =: U'(p/p). 
L'équation (6) se transforme en une équation identique, mais pour 
u = 1: 
LA { ; # ie re 
V'e)+V'(p)+V (op) —0. () 


Nous avons déjà étudié l'équation (8) au chap. 1, $ 24, exemple 2. 
Cette équation admet deux solutions linéairement indépendantes 
dont l’une n’est pas bornée au voisinage de p = 0 et l’autre est In 
fonction de Bessel d'ordre zéro 


00 
TO= XD (ne 
k=0 


où la série entière du Second membre est convergente sur l’intervalle 
— 00 <Z p <Z œ. Les solutions de l'équation (8) bornées au voisinage 
de 0 sont de la forme CJ,..(b), où C est une constante arbitraire (cf. 
remarque du $ 24, chap. 1). Les fonctionis correspondantes 


CT (ru) 
sont les solutions bornées sur [0, 1] de l'équation (6). 


Il reste maintenant à choisir u de telle sorte que soit réalisée la 
neo aux limites 


Jo (t- ‘H) = on 0. 
On constate que nu est un zéro de 5 (). On sait la fonction 
Ja (r) possède une infinité de ZÉTOS: 0. < © He < -.. Par exem- 


ple, 
| 0. Hs = 9,92: à 
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Les nombres uz (4 = 1, 2, . . .) sont les valeurs propres, et J'; (ur), 
les fonctions propres correspondantes du problème aux limites. 
Le produit de ces fonctions par des constantes arbitraires €, 0 
nous donne encore des fonctions propres 


ChJo (ur) (& = 1, 2, ...) 
associées aux nombres u;. 
Pour u — u la solution de l'équation (5) s'écrit 
Th (t) - — r COS UAat + Dr Sin Urab. 
Les solutions correspondantes de l'équation aux dérivées par- 
tielles (4), vérifiant la condition aux limites (2), sont de la forme 
uy (r, à) = (ax cos yaë + b, sin nat) Jo (LT), 


où ax et UP sont des constantes arbitraires. Donc, la somme de la 
série 


u(r, t)= 2 (a, cos UaaË + br sin ueat) Jo (ler) (9) 


est une solution de l'équation (4), vérifiant la condition aux limi- 
tes (2), sous réserve bien sûr que les nombres 44 et b, tendent assez 
vite vers zéro pour que ces séries soient deux fois dérivables terme 
à terme. | 

Pour trouver la solution du problème posé, on détermine les 
coefficients az: et b; à partir des conditions initiales (3): 


u|1—0 — 2 anJo(ar) = f(r); (401) 
| S aubrfo(ur)=F (r). (14) 


R=1 


Les fonctions de Bessel J, (uzr) Sont douées de propriétés simi- 
laires à celles des fonctions trigonométriques. Aïnsi, une fonction 
f (r) dérivable par morceaux sur [0, 1} se développe automatique- 
ment en une série de la forme (10) (à coefficients &,; constants) qui 
converge vers elle au moins en moyenne quadratique (cf. également 
chap. 4, $ 10). 

On sait que les fonctions trigonométriques sont orthogonales sur 
[0, 2x]. Les fonctions de Bessel Jo (uax) sont orthogonales sur 
[0, 1] avec un poids x: 

1 


À ao (ne) Joue) de =0 (1). (12) 
0 


De là il s’ensuit (ce que nous démontrerons plus bas) que les coeffi- 
cients ax ct b;, des égalités (10) et (11) se: calculènt nécessairement 


20* 


408 ÉQUATIONS DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE (CH BE 


à l’aide des formules: 


1 
| 2Jo(urz) f (x) dx 
0 
Ep » 
À & [Jo (uaz)I? dx 
0 
1 ’ 
{ 2zJ y (urx) F (x) dx (13) 
apr = À 


J 2 [5 (uaz)1? dz 


{ &=1, eee 
On dit qu’un système de fonctions 


Pr (x), Pa (x), P3 (x), - (14) 


continues sur un intervalle [a, b} est orthogonal sur la, b] avec le 
poids p (x) > 0, où p (x) est une fonction continue, si 


b 
jp qu (r) qui) de=0 (kÆD. (15) 


Si une fonction f (x) se développe en une série uniformément 
convergente sur {a, b] sur les fonctions ; (x) du système (14): 


O0 


f(a)= À cipa (x), (16) 
kR=1 


alors 
b 
À p (x) Pm (x) f (x) dz 
Cm = (m=1, 2, ...). (17) 
À 0 (x) [Om (x)? dx 


En effet, la multiplication de la série (16) par p (x)@n (x) ne 
viole pas la convergence uniforme de cette dernière et une intégra- 
tion terme à terme sur [a, b] nous conduit en vertu des propriétés 
ne l'égalité 


Tp(e) qu tort) armes | o(o)ten (HP as (m=1, 2...) 


d'où la formule (17). 


M (12). La . J, (uxx) est solution de l'équation 


) — Jouet) +UiTo (Uxr)=0 (k—1, 2,.,.). 


x TL 
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En multipliant l’équation d'indice # par 2J, (u,z) et l'équation d'indice n par 
zrJ, (uk,x) et en retranchant l'une de l’autre, on obtient 


2 | Jon) Er do (ue) — Jo (ae) Er Jo (Une) ]+ 


d 
+[ Je (Un) _ Jo (UT) — Jo (Uxt) A2 Jo (az) ]+ 


+ (ui 15) 2/0 (urz) Jo (Unt) = 0. 
Il est immédiat de voir que cette Le peut encôre se mettre sous la forme 


+ {2 [Jo (une) 2 0 (une) — — Jo (Uaz) ze Jo tun2) |} és 


+ui un) 2Jo (az) Jo (Unx) = 0, 


En intégrant cette équation par rapport à x entre 0 et 1, on trouve 
1 


ur) | 270 (us) Jotunr) dr 0 (ee 0 
Û 
puisque l'intégrale du premier terme est nulle, car J, (a) = Jo (u) = 0. 


$ 10. Problème général de Sturm-Liouville 


Considérons l'équation différentielle du deuxième ordre 


7 LP  ]+ le @)— a (a y @)—0, Se) 


où p (x) est une fonction continüment dérivable sur [0, {], p (x) 
et g (x) des fonctions continues sur [0, {}. De plus, p (x) > 0, p (x) = 
> 0, g (x) > 0 sur [0, !] et À est un nombre constant. 

Posons le problème de Sturm-Liouville. On demande de trouver 
tous les nombres À pour lesquels il existe une solution non triviale 
bicontinâment dérivable y (x) de l'équation (1), vérifiant les condi- 
tions aux limites 


ay (0) + By’ (0) — 0 
vy ()+ ôy" (1) =0 
où &, PB, y et Ô sont des nombres constants. 


On peut prouver que: 
1) Il existe un ensemble dénombrable de valeurs propres 


M ha Ag +... (An —+ 00), 
auxquelles sont associées les fonctions propres 


Yi (&), Ya (&), Ya (x), 


2) Toutes les valeurs propres À, sont strictement positives pour 
q (x) > 0. 


(2) 
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3) Les fonctions propres forment un système orthonormé de 
poids p (x) sur [0, 1}: 
l 
À p (2) y (2) van (2) de = | 
Ô 
4) THÉOREME DE STÉKLOV. Toute fonction f (x) vérifiant les condi- 
tions aux limites (2) et possédant une dérivée première continue et 
une dérivée seconde continue par morceaux se développe en une 
série absolument et uniformément convergente sur les fonctions 
propres Yn (x) 


0, mn, 


4, mn. 


00 l 
f@) Den) on | p(r) yn (of ()dz. 
n=1 (+) | | 


EXERCICE 1. Intégrer l'équation des ondes relative à une corde 
vibrante en présence de frottements 


o°u _ ôu ou 
a Ale 12 
ot? 2 


—— 


LRrTs Œ 0x? 


avec les conditions initiales et les conditions aux limites 


ufr, 0)=f(x), ED Fr), u(0,#=u (x, 9 —0. 


On admet que le coefficient de frottement m est petit (m < a). 
Réponse. 


u (x, te "tt Ji (a cos qui + b, sin g;t) sin kx, 
Es 
où 


Qn = V (ka}— m°, 


JT I 
2 : 2 : map 
ap = — x) sin kxz dr, b,— \F x) sin kx dr + ——=, 
= + {1e , b=-—\F(@ + Te 
Ô Ô 
Exercice 2. Résoudre l'équation 
QU on 
7 
avec les conditions 
êu(vu, t 
2% 0, u(r, f)=up, u(x, 0) = (x). 
Réponse. 
oo 212 
u(x, t)}=uo+ À ce "#tcos À,7, 
hR=1 
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O1 
2k+1 2 er 2 
‘ ’ eu 
le = = | (x) cos À4x dx — = : 
ù 
INDICATION. Chercher la solution sous la forme u —u, + v (x, t), 
où v (x, t} est une fonction inconnue.  . 
Exercice 3. Prouver la propriété 3) d'orthogonalité des fonctions 
propres sur [0, {] vérifiant les conditions aux limites (2). 
INDICATION. Suivre la démonstration de l’orthogonalité des 
fonctions de Bessel (cf. $ 9). 
ExERcICE 4. Réduire l'équation (de Tchébychev) 


L — 2?) y" — zy" + ny = 0 (3) 


à la forme (1) sur [—1, 11. 
[NDIGATION. Multiplier les deux membres de l'équation (3) par 
o (x) > 0 et déterminer la fonction p (x) à partir de la condition 


— xp (x) =[({—)e (a) (p(x)= 11%). 


EXERCICE 5. Trouver la fonction de pondération p (x) de l’équa- 
tion (de Tchébychev-Laguerre) 


ay" + —zx)y + ny = 0 
Réponse. p (x) = exp (—x), x € [0, œ Î. 


$ 11. Intégrale d'énergie (de Dirichlet) 


Soit donné dans un espace rapporté à un système de coordonnées 
rectangulaires (Oz, Oy, Oz) un contour fermé assez lisse F” défini 
par les équations paramétriques 


xls), yæ=vp(s), z—=%x(s) (sEÏ0, 2j). (1) 
Désignons par T la projection de ["” sur le plan (Oz, Oy): 
z= ps), y = (s). (2) 


On admettra que T” se projette bijectivement sur le plan (Ox, Oy), 
c'est-à-dire que le contour l' ne possède pas de points multiples et 
limite un domaine Q du plan (Oz, Oy) (fig. 124). 

Supposons qu’une membrane est tendue sur ['’. On demande son 


équation 
z=u(x, y), (x, y) € Q. (3) 


Le bord de la membrane est fixé sur l”, donc la fonction w (x, y) 
doit vérifier la condition aux limites 


ulr=x(s =u(p(s), ps), sel0, 11. (4) 
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On démontre que l'énergie potentielle de la membrane s’expri- 
me, à un facteur multiplicatif près caractérisant les propriétés 
physiques, par l'intégrale double 


Ou \2 êu \2 : 
Dtu= || (5) +(5) Jér dy, (5) 
Q 
dite intégrale de Dirichlet de la fonction u (x, y). 
z] Si par l’action de. forces exté- 


rieures on donne à la membrane 


r' 
| en. une autre forme 
| 


Z = Uv(z, y), (x, y) E Q, 


a en la maintenant fixée à [’, sun 
PAU | + énergie sera égale à 
/ 
ôv 12 ôv \2 
LU CYX  P- (Te 
y Q 
Fig. 424 (9°) 


et on aura encore les conditions aux limites 


, 


ufr=vir=%(s) =vip(s), v(s)l, se T0, 4. (4°) 


Dans cet état sa tension est plus élevée, donc D [vl > D [ul. 

On peut par conséquent définir u (x, y) comme une fonction dont 
l'intégrale de Dirichlet est la plus petite des intégrales d'énergie 
pour les fonctions v mentionnées: 


Diu]= min D{v|. (6) 
vIp=Xx(s) 


Introduisons la classe W des fonctions v (x, y) possédant des 


dérivées partielles continues sur Q = Q + T'et vérifiant les mêmes 
conditions aux limites que u: 


"Ur= ur. 


Dans l’ensemble infini de fonctions v il en existe une, uw (x, y), 
qui réalise le minimum de D (v]: 
D lu] = min D (lvl. (7) 
TEW 
Signalons que si à-chaque fonction f d’une classe Æ, une loi asso- 
cie un nombre F (f), on dit que F (f) est une fonctionnelle définie 
sur la classe de fonctions £. 
L'intéorale de Dirichlet D [vl est un exemple de fonctionnelle 
définie sur la classe de fonctions W. 
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De même que pour les fonctions ordinaires on peut envisager pour les fonc- 
tionnelles la théorie des extrémums ou calcul des variations. On appelle accrois- 
sement ou variation de l'argument de la fonctionnelle F (f) la différence de deux 
fonctions de la classe E : 


| Ôf = f (x) — fa (x). 
Par analogie avec la différentielle d'une fonction 


df = _ f({z+a Az) |, _0 =} (œ+a Az) Az |, _ÿy=f" (x) Az 


(où & est un nombre réel arbitraire) on introduit la variation d’une fonctionnelle 


ô 
Er D (x) + a Ôf) lu =0: 


On dit qu'une fonctionnelle F (f) réalise un minimum (resp. maximum) sur 
une fonction fo (x) si F (f) > F (fo) (resp. F (f) < F (fo)). On a la proposition : 
si une fonctionnelle de variation ÔF réalise un minimum (resp. maximum) sur une 


fonction f — fo, alors 
ÔF (fo) —= 0. 


En effet, si fo (x) et Ôf sont fixes, la fonctionnelle F (fo (x) + aôf) = œ(x) 
est une fonction du seul argument &, qui prend son minimum (resp. maximum) 


pour & — 0, donc g’ (0) — 0, ou F (fo (x) + aôf) lu —0 = 0, i.e. 
ÔF (fo (x)} = 0. (8) 


Donc, la condition (8):est une condition nécessaire d’extrémum d'une fonc- 
tionnelle. 

Revenons à l'intégrale de Dirichlet. Considérons accessoirement 
la classe XX, des fonctions w possédant des dérivées partielles conti- 
nues sur Q et nulles sur l': 

ww lr = (À. 

Si une fonction v est de la forme 


v=u+w, wE M, 


elle appartient manifestement à W. Réciproquement, toute fonc- 
tion v € W peut se mettre sous la forme 


v=u+(v—u)=u+uw, w € M, 
car 
wir=v—-u)lr=vir-ulr=%x(s) —%xt(s) = 0. 
L'égalité (7) peut donc se mettre sous la forme 
Du] = min Du +xw]. (9) 
w|p—=0 
Le problème consistant à minimiser (9) s'appelle problème varia- 
tionnel. Les fonctions w € Ît, s'appellent variations (plus exacte- 
ment, variations de l’argument de la fonctionnelle D [vl). 
La fonction uw réalise le minimum de l'intégrale de Dirichlet 
dans la classe W: si l’on ajoute à w une variation quelconque w, 
l'intégrale de Dirichlet prend une valeur plus grande. 
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Soit une fonction arbitraire w € Ni,. Son produit par un nombre 
quelconque À est encore une fonction de M,, donc D [u + Awl > 
> D lu], VA. Mais 


Dit [J[ (EME) (He) a 


Q 
SUR RERCICZ 
{STE (A) Tararte {TS dd Janus 


cf Ted 
= Dfu]+2àD[u, w]+A2Dfw], (10) 
li 


D [u, w] = | (5 + + ) dx dy. 
Ce) 


Comme u + Aw € W, on obtient l'inégalité D [u + Awl > D [ul, 
VA, qui se transforme en égalité pour À = 0. Donc, la fonction 
D Îu + Awl de À passe par un minimum en À — 0. 

Donc (cf. (10) et (8)) 


+ D'{u + lie = {2D [u, w]+ 2XD (wl}|1e0 = 2D [u, w]=0, 


<e qui prouve que la fonction cherchée w est solution de l'équation 
D [u, w]l = 0, 
ou de l'équation 
| ÿ Ou Ow Ôu 0w 

ILE + SE | de dy = 0 (11) 
pour tous les w € ,. L’équation (11) s’appelle équation aux varia- 
fions. 

Pour calculer l'intégrale 


on effectue d’abord une intégration par rapport à zx, à y fixe. 
Une intégration par parties nous donne (fig. 125) 


ôu êw D ê?u d?u 
= De ge —— dx rdy= uw + ul) 5 TP —— 1 ÀX — —\ FE w dx, 


Cy Sy y 
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où 6, est la section de Q@ par une droite parallèle à Ox. Sur la figu- 
re 125, o, est composée des segments [A, BI et [C, DI. Comme la 
fonction w s’annule aux points À, B, C et D de F, il vient 


Ou Ow' d2u 
Ja are — || arwdr dy, 
© 


Ve: LR x 
fn = DT: 


De façon analogue, en intégrant par rapport à y et ensuite par rap- 
port à x, on trouve 


NEETTE — {1 Fu, dx dy. 
2 Le) 


ôy? : y $-— L 


De (11) il s'ensuit alors que 


Q 4 
À Fo Au de ay 1 (12) l —— 


pour tous les w € Ms, où A est le Fig. 125 
laplacien. Donc, 


Au = 0, V(z, y) € Q. 


En effet, si l’on admet que Au 0 en un point (x, yo) € @, alors en vertu 
de la continuité de la fonction Au il existe un voisinage U (ô) du point (x, vo) 
de rayon à, sur lequel la fonction Au est du signe de Au (xs, yo) Que nous sup- 
poserons être le signe +. En prenant pour w la fonction 


ta ed [E— 20) +(y— yo)? —01?, (x, y) EU (6), 
A 0, (&, y ER NU (6), 
on trouve que 

|| w Au try | | u' Au dx dy >> 0, 

82 U($) 


ce qui contredit (12). 


Nous avons ainsi prouvé que la fonction z = u (x, y) est solu- 
tion de l’équation de Laplace sur Q, c'est-à-dire est une fonction 
harmonique sur Q. Le problème de la détermination de uw (x, y) 
s’est ramené au problème de Dirichlet : trouver une fonction harmo- 
nique u (x, y) sur Q, continue sur Q@ et vérifiant la condition aux 
limites (4). ss 

REMARQUE. Il est entendu que la fonction w possède sur Q des 
dérivées partielles du second ordre continues, dans le but de permet- 
tre les calculs appropriés. 

En fait, ceci a lieu de toute manière si les fonctions ®, Ÿ et % 
possèdent des dérivées troisièmes par rapport au paramètre s conti- 
nues. 


CHAPITRE 6 


THÉORIE DES FONCTIONS 
D’UNE VARIABLE COMPLEXE 


$ 1. Notion de fonction d’une variable complexe 


La notion de nombre complexe a été abordée au chapitre 9 du 
tome I. Dans ce même chapitre on a étudié les polynômes ©, (z) 
d’une variable complexe. Les polynômes sont un exemple élémen- 
taire de fonctions d'une variable complexe. 

On conviendra de représenter les nombres complexes par les 
points du plan rapporté à un système de coordonnées rectangulaires. 

Définissons la notion de fonction d’une variable complexe. 


Y. v 
(1) x " n 
Fig. 126 


Soient donnés deux plans æzOy et uOv des variables complexes z 
et w (fig. 126), D et G, des ensembles de points de xOy et uOv. Si 
à tout nombre 3 —-x + iy de D on associe un nombre w = u + iv 
de G, on dit qu'est définie une fonction d’une variable complexe de 
l'ensemble D dans l’ensemble G et on note 


w = f (2), 


L'ensemble D s'appelle ensemble de définition de f (z). On dit 
que @ est l’ensemble des valeurs de f ou encore image de l’ensemble D 
par f (et on note G — f (D)) si chaque point de G& est l’image d'un 
point de D. On dit aussi dans ce cas que f est une application surjec- 
tive de D sur G. 

La fonction f (z) peut se mettre sous la forme 


fs) = u(z, y) + iv(z, y), (x, y) ED, 
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u (x, y) = Re jf (2), 
U (x, y) — Îm Î (z), (x, y) € D, 


sontFdes fonctions réelles des variables x et y. 

Si à un z € D sont associées plusieurs valeurs w, on dit que w — 
— f (z) et une correspondance où une fonction à plusieurs détermina- 
lions. 

Les notions de limite et de continuité d’une fonction d'une 
variable complexe s’introduisent comme pour une fonction de 
variable réelle, sous réserve de remplacer la valeur absolue de la 
variable réelle par le module de la variable complexe. 

On dit qu’une fonction 


w — f (2) — u (x, y) + iv (x, y) 
possède une limite À = a + ib en Z, si 


lim |f(:) — 4 |= OO. (4) 
_—. Iz-z0l-0 / 
On écrit alors | 
lim f (z) = À. 
T1) 


Dans le langage des fonctions u et v, la propriété (1) s exprime 
par l'égalité 


lim V(u—a)}+(v—b}2=0 (2) 
{z2—29l—0 
ou, ce qui est équivalent, par les deux égalités !) 
lim u(x, y)=a, lim  v(x, y) —b. (3) 
(x, Y}(Xo: Yo) (x, Y)+(Xo: Yo) 


Les fonctions complexes f (z) et g (z) sont douées de propriétés 
analogues à celles des fonctions réelles: 


{ limff(2) + g(z)]=lim}f(z) + limg(e), 


| lim [F() 8 @)1= lim (2) lim g (2), 


| (4) 
ls 
: __ 227 = 
ne g(z)  limg(2 ie 8(:) 0) . 


: Z—+20 

Dans les formules (4) l’existence des limites du second membre 
entraîne automatiquement celle du premier. 

On dit qu’une fonction w= f(2) = u (x, y) + iv(x, y) est 
continue en un point Zp Si 


Jim Î (2) = f (ao). (5) 


1) Pour la définition de la limite d'une fonction de deux variables voir 
tome I, chap. 8, $ 3. 
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Ainsi, une fonction continue en un’ point z, doit être définie en 
ce point et dans l’un quelconque de ses voisinages, et de plus on doit 
avoir l'égalité (5). Celle-ci équivaut aux deux égalités suivantes: 


im u(z pue), Jim ve ÿ=v(en yo) 
(x; Y)+(Xos Yo) - (x, YU) +(Xn, Yo) 


Donc, dire que la fonction jf est continue en z, revient à dire que 
les fonctions u et v le sont en (To, Yo). 

Des propriétés (4) il résulte que la somme, la différence, le pro- 
duit et le quotient de fonctions complexes f (2) et g (2) continues en 
Z, est une fonction continue en £, 
(dans le cas du quotient il est en- 
tendu que £g (25) :£ 0). 

ExEeMPpLe 1. La fonction w — 

|z| = V2? + y? est définie sur 
le plan complexe tout entier, ne 
prend que des valeurs positives et 
est continue sur le plan tout en- 


Lier: 
|z+ Az1— 1211<1Az1—+0 
(Az —+ 0). 
EXEMPLE 2, 
Fig. 127 w = arg z — ÂArg z + 2kn 
(Z= 0, Et...) (6) 


Cette fonction a une infinité de déterminations; @ = Arg 2 est 
la valeur principale de l'argument (0 & @ << 2x). 
EXEMPLE. 3. La fonction w = z est continue: 


|z+ Az—z|=|Az|]—0 (Az — O0). 


Donc, la fonction z* (n — 2, 3, ...) l’est aussi comme produit 
d'un nombre fini de fonctions continues. 

On dira d’un ensemble D du plan complexe que c’est un domaine 
s'il est ouvert et connexe. . 

Un domaine D est simplement connexe si toute courbe de D con- 
tinue fermée sans points multiples limite un domaine G entièrement 
contenu dans D. Un domaine non doué de cette propriété est dit 
multiplement connexe. 

ExEMpLE 4, La couronne r << | z | << À est un domaine. double- 
ment connexe. La courbe Z, (fig. 127), contenue dans Ia couronne, 
limite un domaine non entièrement inclus dans cette dernière. 
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$ 2. Dérivée d’une fonction de variable complexe 


.. Soit donnée une fonction w = f (z) sur un domaine D du plan 

complexe. 

On appelle dérivée d'une fonction si en un En z la limite 
Lim :42 — Jim CRDI 2 (2 (4) 

Azæ0 À Az-9 


lorsque Az tend vers 0, 

Les fonctions de variable compiexe ne sont pas toutes dérivables. 
L'existence de la limite (1} est essentielle : la limite (1) doit exister 
quel. que toit le chemin suivant lequel z + Az tend vers z. 


Fig. 128 


On appelle fonction analytique dans un domaine D du plan com- 
plexe une fonction jf (z) possédant une dérivée continue en tout point 
de 2. 

On lémontre que si la dérivée d'une fonction analytique f (z) ne 
s'annule pas sur un domaine D, l’ensemble de valeurs & de f (z) est 
aussi un domaine. On se servira de cette propriété. 

Donnons une interprétation géométrique de la dérivée f’ {z) £ 0. 
Considérons deux plans complexes xOy et uOv (fig. 128). Soit un 
disque ouvert © de centre z et de rayon 8 >=.0. Tout point de oc est 
de la forme z + Az, où Az est un nombre complexe arbitraire de 
module strictement inférieur à 6: | Az |  Ô. Mettons Az sous la 
forme exponentielle | 


Az = pe (p=> 0). (2) 


L'image de © par l'application D — Î (z) est un domaine o° du 
plan uOv. Le domaine: 6’ est:composé de points w + Aw, où Aw 
sont associés à Az (| Az | <ô) . fig. 128). 

De (1) il vient que . 


_ UE où . a (Az) — - 0. 
Z Az-0 
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Une multiplication des deux membres de cette égalité par Az nous 
donne 


Aw = f" (z) Az + Az-a (Az). (3) 


Le produit Az-« (Az) tend vers O pour Az — 0 plus vite que Az. 
Donc, si f” (2) 0, le premier terme du second membre de (3) est 
principal. Aux infiniment petits d’or- 


v nt. dre supérieur près (par rapport à Ai) 
dl w +AWw on à 
s' à L Aw & f' (2) Az 
k pour Az assez petit. Mettons f' (2) 
w " sous la forme exponentielle 
\ f" (z) = rei® (r > 0). (4) 
5 u Donc, compte tenu de (2)on obtient 
Fig. 129 Aw & rpe®+8) (| Az | = p << 6). 


On voit que le module | Aw | est, aux infiniment petits d'ordre 
supérieur près, r —= |f’ (z) | fois plus grand que | Az |: 


| Awl&rp =r]Az|, 
et que (cf. fig. 129): 


arg (Aw) & arg (Az) + . 


Ainsi, pour trouver l’image d’un point 2 + Az, | Az | < 6, par 
l’application w — f (z), il faut faire subir au disque o 

1) une rotation d’un angle @ — Arg f’ (2), 

2) une homothétie de rapport r = | f” (z) | et de centre z. L'image 
de tout point z + Az, | Az | << Ô, par le produit de ces transforma- 
tions est un point qu'il faut ensuite déplacer de la quantité Az X 
X «& (Az) qui est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport 
à Az. 

Soient TJ, et l, des courbes différentiables issues d'un point z. 
Les tangentes à ces courbes en z forment avec l’axe Üx les angles 
@, et 6, (les angles sont orientés dans le sens direct). Les images T° 
et T, de ces courbes (fig. 130) par l'application w — f (z) présentent 
en w des tangentes qui font avec l’axe Ou respectivement les angles 
6; et 9, (orientés aussi dans le sens direct). De plus (compte tenu de 


la propriété {)) 
0, —=0,; +9, 6, = 9, + y, 
d'où la relation 
8, — 0; —=068, — 06, 


qui exprime que cette application conserve les angles et leur orienta- 
tion (si 0, > 6,, alors 6, > 6,;). 
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On a vu par ailleurs que cette application réalise en chaque 
point z, où f’ (z) Æ 0, une dilatation ne dépendant pas du sens, 

On appelle application COHOREE une application qui conserve 
les angles orientés. 

De ce qui précède il séuite que l'application définie par une 
fonction analytique w — j (z) est conforme en tout point z où f’ (z) = 0. 


T; 


ri 


Fig. 430 


REMARQUE 1. Si une fonction f (z) dela variable complexe z est 
dérivable en tout point de D, alors sa dérivée f' (z) est nécessairement 
continue en tout point de D, c’est-à-dire que f (2) est analytique sur D. 
On se servira de cette proposition sans la prouver. 

REMARQUE 2. De la relation (3) il s'ensuit que si une fonction f (z) 
est dérivable en un point z, elle est continue en ce point. 

La dérivée d'ordre 4 d’une fonction f (z) se désigne par f{* (2) 
et se définit par récurrence: 


GED (2) = 70 (4) (4 = 1, 2, s 19 () = f()). 


Sachant qu'une fonction f (2)  . sur un domaine D 
possède une dérivée continue sur D, on conclut immédiatement que 
f (z) admet sur D des dérivées continues de tout ordre. 

On dit qu’une fonction f (z) est analytique en un point z, si elle 
l’est dans un voisinage de ce point. On dit enfin qu’une fonction 
f (z) est analytique sur l’adhérence D d'un domaine D s’il existe un 
domaine G contenant D (G = D) sur. lequel f (2) est analytique. 

Citons les principales propriétés des dérivées des fonctions de 
variable complexe, propriétés qui sont calquées sur celles des déri- 
vées des fonctions de variable réelle et qui se démontrent de façon 
analogue : 


Le (2) & v (= u° (2) + v° (2), (5) 
Lu (2) v (2) = u (2) v' (2) + u' (2) v (2), (6) 


21—0687 
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u(z) |” _u’(z)v(z)—u (2) v' (2) = 
| v (2) | : v2 (2) PS 
dw _ dw dv (#) 


dz _ dv dz*° 
La formule (8) s'interprète comme suit: si w —  (v), fonction 
de la variable complexe v, possède une dérivée = @” (v}), et si 
vu = 1 (2), fonction de la variable complexe z, possède une dérivée 


_ = La G), alors la dérivée de la fonction composée 


w= F(:) = qlb() 


se calcule avec la formule (8). 
Exhibons quelques fonctions élémentaires de variable complexe. 
Fonction puissance 


— si 
D 27; 


où x est un entier relatif. 
La dérivée de cette fonction se calcule au moyen dé la formule 


D = ne (=, 3220, A1, 0, 4,4): 


Pour 7x => 0 il est commode de la calculer comme la limite 
din =n2" 4, 
Az—+0 Az 
en appliquant la formule du binôme de Newton. 
Pour n << 0 on peut se servir de la formule (7). 
La fonction z° est analytique sur le plan tout entier pour nr > Ü 
et sur le plan tout entier privé du point z = 0 pour nr << 0. 
Fonctions e”, sin z, cos z, tgz. 
Les trois premières de ces fonctions ont été définies au $ 13 
(chap. 9 du tome Î) comme la somme des séries entières : 


2 
CES DE SR EE 
41 21 
sinz—z— ++ 
nZ—Z—-; ST 
| z z4 
cosz— + 


Le rayon de convergence de chacune de ces séries est infini. 
Donc, les dérivées de ces fonctions s’obtiennent pour tout z par 
dérivation terme à terme des séries correspondantes : 


(Er) A++ 
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‘sin VS PR — COS Z 

(sinz) =1—- +5... cos, 

(cos 2) = — 2 LÉRREE U — —$inz 
° 1.3] Si ee TDi . 


Les formules d’addition pour les fonctions circulaires d’argument 
complexe sont calquées sur le cas réel, 
La fonction tg z est définie par la formule 


sin Z 
igz— COS z 
Sa dérivée est | 
/_ cosiz<+ sin?z 
(tez) — cos? z 7 cos2z (cos z 0), 


ce qui résulte de la formule (7). 
La fonction a° (a => 0) peut être définie à l’aide de la formule 


a = ete — exp (z 1n a). 


Sa dérivée se calcule à l’aide de la formule (8) de dérivation 
d’une fonction composée : 
(a*)" = (ete) = e2Ma]n a = a In a. 


Les fonctions hyperboliques sh z, ch z, th z se définissent à l’aide 
des formules 


et?— eZ et?Lert sh 2 
Shz=———, Ch ——, th. 
De là il s'ensuit que 
: iz__ g-iz +. 
sh iz— 5 —isinz, chiz—cosz. (9) 
Dans (9), en substituant iz à z on obtient 
cos iz = chz, sin iz = ishz. (10) 


Signalons une formule de vérification immédiate 
ch? z — sh? z = 1. 


Les formules d’addition pour les fonctions hyperboliques s’ob- 
tiennent aisément à partir des formules (9) et (10) et des formules 
correspondantes pour les fonctions circulaires d’une variable com- 
plexe. Ainsi, 


ch (z, + 2,308 à (z, + 2,) — 
== COS ÊZ, COS ÎZo — Sin iZ, SIN ËZ, = 
= ch z, ch z, + sh 2, sh z.. 
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Les dérivées de ces fonctions -se calculent à l'aide des formu- 


les (5), (7) et (8): 


(sh 2) = (=) == ch z, (chz) —shz, 


7  Ch?z—sh?z _ 1 | 
Ex£mPLE. Trouver les parties réelle et imaginaire de la fonction 
u — cos Zz et ses Zéros. 
Soient z — x + iy, w — u (x, y) + iv (x, y). On a 


cos Zz = Cos (x + êy) = cos x cos yi — sin x sin y — 
— Cos x Ch y — isinxsh}y 


Donc, u (x, y) = cos zx ch y, v (x, y) — —sin x sh y. Pour trouver 
les zéros de la fonction cos z, il nous faut rendre nulles ses parties 
réelle et imaginaire: 


band 
sin x sh y — 0. 


Résolvons ce système. Comme ch y -£ O0 quel que soit y réel, la 
première équation nous donne cos z = 0. De la deuxième équation 
on déduit que sin + = 0 pour y Æ 0. Pour les x réels, le cosinus et 
le sinus ne s’annulent pas simultanément, donc, si y = 0, ce système 
n’admet pas de solution. Si y = 0, alors. sh y = 0 et la deuxième 
équation est vérifiée quel que soit z. Doné, les zéros de la fonction 
cos z sont situés sur l'axe Ox et sont confondus avec ceux de cos x. 

REMARQUE 3. L'’assertion précédente entraîne que les zéros de 
la fonction ch z sont confondus avec ceux de la fonction cos y, où 
y = Im z. 

REMARQUE 4. Le paragraphe 15 consacré aux fonctions linéaire 
et homographique peut être lu immédiatement après le paragraphe 2. 


$ 3. Conditions de D’Alembert-Euler (Cauchy-Riemann) 
Considérons la fonction complexe 
w=f(=u(x, y) +iv, y GED), 


définie sur un domaine D du plan complexe. Supposons que cette 
fonction est dérivable en un point z de D: 


f'(a=lin 2. (1) 


Az—0 


Donc, quel que soit lé mode de tendance de Az = Ax + à Ay 
vers Ü,:la limite (1) doit exister et être égale à un même nombre 
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complexe f” (z). En particulier, ceci aura lieu si 


a) Az = Ax + i0 — Ax et Ax — 0, 
ou si 
b) Az = 0 +iAy=iAy et Ay—+0. 


Dans le premier cas (cf. $ 1, (3)) 


: Atw 
ts) = lim — — 
jf” G) Hs 


. [EE pee +; v (+ Ax, pre y) 1= 


Ax=0 Az 
: Ax, y)—u (x, y} 1: v(r+A«, y)—v(x, y) 
im EH AE DE D Lit EH AE Dre D) | 
Ax—0 Az àx—0 Az 
us. ov 
pr de FE 
Dans le second cas 
: A 
J'(z)= lim —— 
À ) Az-0 Âz 
À &, y+Ay)—u(z, y) V(x, y Ay)—v (x, y) 
— lir | ER EH ee me 
NE (EE 
oies u(x, y+Ay)—u(x, y) dope v(z, y+Ay)—v(x, y) _ 
| Ay=0 Ay Ay=0 Ay 
__ __, ôu dv 
Ty Toy” 
D'où 
ou Ov ou Ov 
De a ou qui (2) 


Ces relations s'appellent conditions de Cauchy-Riemann. Longtemps 
on a pensé qu’elles étaient dues exclusivement à Cauchy et Riemann. 
Il est notoire maintenant qu'elles étaient connues d’Euler et de 
D'’Alembert. 

On vient ainsi de prouver le 

THÉORÈME 1. Si une fonction 


f()=u(x, y) +iv(x, y) 


est dérivable en un point z = x + iy, alors les fonctions u (x, y) et 
u (x, y) admettent en (x, y) des dérivées partielles du premier ordre 
qui satisfont aux conditions de Cauchy-Riemann. 


Le théorème 1 admet une réciproque sous réserve que les dérivées 
partielles de uw (x, y) et v (x, y) soient continues. 
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TH£OREÈME 2. Si les fonctions u (x, y) et v (x, y) admettent des 
dérivées partielles continues en un point (x, y) et vérifient les conditions 
de Cauchy- Riemann, alors la fonction de la variable complexe f (z) = 
— u + iv est dérivable au point z — x + iy. 


DÉMONSTRATION. Supposons que des fonctions w et v admettent 
des dérivées partielles continues en un point (x, y). Ces fonctions 
sont donc différentiables en ce ee Das dit 


Au=u(x+ Az, y+ Ay)—ui(x, y) = + Az + AY + 01 (p) (p— 0}, 
Av=v(x+ Ar, y+Ay)—v(x, CRC (p— 0), 


où p= |Az| =V Aë+ Ag, o4(p) et o, (p) sont telles que live SI de = 
+0 
=0 (j—1, 2). Comme 0, (p}+ io, (p}-=0(p)(p— 0), on a 


Aw __ Aut+iAu 
Az TT 


SE ar+ © Au +i (Se at ay) 


. Ô o(p) 
= Az —i Ay dE Az — 
Le EEE CAE 8e) oo) p 
Az +i Ay P Az 
êu . 00 , 


puisque | -E as = | — {. Le symbole o(1) représente une fonction 
p—+0 


infiniment petite pour p—>0. Donc, 


et la fonction f admet en z une dérivée égale à 


À ou . Ô 
Î G)=<+is. (3) 


En se servant des conditions (2), on peut obtenir d’autres expres- 
sions pour f’ (z). Ceci achève la démonstration du théorème. 

Si l'on tient compte du fait que l'existence de la dérivée f’ (2) 
sur D entraîne automatiquement sa continuité sur D, un déduit 
des théorèmes { et 2 Je 


TH£ORÈME 3. Pour qu'une fonction 


f(2) = u(, y) + iv (x, y) 
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soit analytique sur un domaine D du plan de: la variable complexe 2, 

il est nécessaire et suffisant que les dérivées partielles du premier ordre 
des fonctions u et v soient continues sur D et que soient satisfaites les 
conditions de Cauchy-Riemann 


ou av ou ôv 
ôz dé ap dr (x, y)E D), 


Les fonctions w et v sont dites conjuguées sur D. 


Exempze 1. Les fonctions | z | = Vzx? + y?, Re z = x, Im z — 

= y ne sont pas analytiques sur'le plan de la variable complexe z 2: 
En effet, chacune d'elles peut être mise sous la forme f (z) = u + ir, 
où u = O0 et v = 0 sont des fonctions réelles qui, manifestement, 
ne satisfont pas aux conditions de Cauchy-Riemann. 

ExemPLe 2. Vérifier que les conditions de Cauchy-Riemann sont 
satisfaites par les parties réelle et imaginaire de la fonction w — 
— COS Z. 

Dans l'exemple du $ 2, on a prouvé que 


u(z, y)=cosxzchy, v(z, y) = —sinxsh y. 
D'où 
ôu qu 
Tr = —sSinxchy, y = 008 x sh y, 
Ôv Ov : 
= —Cosxshy, 7 — —sinrzchy. 
Donc, 
qu Ov ou ôv 
On oué op 6 ge ul 


Comme les dérivées partielles du Dee ordre des fonctions u 
et v sont continues en tout point (x, y), la fonction w = cos z est 
analytique sur le plan complexe tout. entier. , 

Exercice. Mettre les fonctions e’, sin z, sh z, ch z, 7° (n entier 
naturel} sous la forme 


f (} = u + iv, 


où u — Ref(z), v — Im} (z), et s'assurer qu’elles satisfont aux 
conditions de Cauchy-Riemann. | 
Remarque. Si l’on met une fonction f (z) sous la forme 


_ FG@) = R(& y)exp (GO (x, y)), 
où À est le module, D, l'argument de la fonction f (2), alors les 
conditions de Cauchy-Riemann deviennent | 


OR _p0D 68 p 00 
6x _ dy y — "êx 
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$ 4. Fonctions harmoniques 


Soit donnée une fonction analytique f (z) = u (x,.y) + iv (x, y) 
sur un domaine D de la variable complexe z. Comme indiqué au $ 2, 
la fonction f (z) possède alors sur D des dérivées partielles continues 
de tout ordre. Les fonctions w et v admettent donc sur D des dérivées 
partielles continues de tout ordre, et les dérivées partielles ‘lu 
premier ordre vérifient les conditions de Cauchy-Riemann 


Ou _ ôv du __ dv tt 
87 dy y 6? 
d’où 
Ou _ dv du o?v 
Ox? Orôy ?  Ody? 0x 0y ‘ 


En ajoutant ces égalités, on obtient 


ê2u ®u : 
— +——=0 (2) 


Le premier membre de l’équation (2) se désigne par le symbole 


- Ou ou 
Au —= EE] out : 
L'équation 
A0 
52 2 
s'appelle équation de Laplace et le symbole A = nl + md , Opéra- 


teur de Laplace. 

On dit qu'une fonction est harmonique sur D si elle possède des 
dérivées partielles du second ordre continues sur D et si elle est 
solution de l'équation de Laplace (3). 

Nous avons ainsi établi que La partie réelle d’une jonction analyti- 
que sur D est une fonction harmonique sur D. 

Si l’on dérive la première égalité de (1) par rapport à y et la 
deuxième par rapport à x et qu'on retranche la deuxième égalité 
de la première, on trouve que | 


Av = 0, 


c’est-à-dire que la partie imaginaire d'une fonction analytique est 
aussi une fonction harmonique. 

Mais une fonction f (z) = u + iv, dont x et v sont des fonctions 
harmoniques sur D, n’est analytique que si u et.v vérifient les condi- 
tions de Cauchy-Riemann sur D. 


Montrons que si D est un domaine simplement connexe, alors toute fonction 
… (z, y) harmonique sur D admet, à une constante additive près, une seule fonc- 
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tion v conjuguée sur D telle que 
fG)= u(x, y) +iv(e, y) 


soit analytique sur D. 
Soit donnée une fonction w (x, y) harmonique sur D. Posons 


ou Ou 
Pr y)=———, QG y=——, 
Ôy ôx 


Comme x possède sur D des dérivées partielles continues du second ordre, véri- 
fiant l’équation de Laplace, on a 


OP . du d'u  0Q 
dy ôy? 0x? 0x 
De l'égalité 
oP  àQ 
Ou or sur D 


et de la connexité simple de D il s'ensuit (cf. chap. 3, $ 4) que l'intégrale cur- 
viligne 
(x, w) (x, y) 
Pastoanr À (—- at ay)=vt un (6 
(Xo, Yo) (x9, Yo) 


prise le long de tout chemin Z & D différentiable par morceaux reliant les. 
points (xo, ÿç) et (x, y), dépend de ces points et non de la forme du chemin. 
De plus, la fonction v est le potentiel du champ de vecteurs (2, Q) sur 2, 
c'est-à-dire que 
ôv ou Ov 
_ôt ôy ? Ôy 


ou : 
0e QU 


Ceci montre que v admet des dérivées partielles continues sur D et véri- 
fiant avec u les conditions de Cauchy-Riemann. Donc, les fonctions w «lt sont. 
conjuguées. 

Si v, est une autre fonction conjuguée de w sur D, alors 


Ov, _ du Ov, _ du (ui) 
0x dy?  Ôôy x 


De (5) et (6) il s'ensuit 


(4 (v, — v) —( 
0x EU 4y 


Donc, », — v = C sur D, où € est une constante. C.q:f.d. 


ExemPze 1. La fonction u = x? — y* est solution de l’équation 
Au = 0. Trouver la fonction analytique f (z) dont Re f (2) = u. 
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Cherchons Im f (z} à l’aide de la formule (4) (fig. 131): 


(x, y) 
v— | (ydr+2r dy) 
(0, 0) 


x y ÿ 
= ( (2-0d2+27.0)+ À (2y-0+ 22 dy) = À 2x dy =2ay+ ce 
0 0 0 


Donc, la fonction f (2) = (x? — y?) + i (2xy + C) = 2? + iC est 
analytique sur le plan complexe tout 
y entier. _ 

Ex£mPpLe 2. La fonction w = z = x + 
(x,}) + iy est analytique sur le plan de la va- 
riable complexe z. Donc, les fonctions u = x 
et vu —= y sont harmoniques et satisfont 
aux conditions de Cauchy-Riemann sur le 
plan complexe. Ceci se vérifie immédiate- 

ment. | 
ExEmPLE 3. Les fonctions u = x et 
Fig. 131 > = —y sont harmoniques, mais ne satis- 
font pas aux conditions de Cauchy-Rie- 
mann. Donc, la fonction f (z) = x + i (—y) = z n’est pas analy- 

tique. 


Eneffet:w—z—x- iy, Aw= (z+ Àz) Te ki, = 


__ Az ___ Ax—i Ay 
7 Az  Az+tiAy' 
À z, plus exactement: a) Ax:=0, Ay—0; b) Ax—>0, Ay=0. Alors 


Choisissons deux chemins pour aller de z+Az 


Aro re — i Ay Ur. Q FA Les s 
dans le cas a) D a 1, ie. . 1; 

Aw Az ë Aw 
dans le cas b) A a 0 1.0. nn 7 Le 


a 
_ Az 
W = z n'est pas dérivable en tout point du plan complexe. 


Donc. n'’admet pas de limite lorsque Az + 0, et la fonction 


| REMARQUE. En coordonnées polaires x = p cos 6, y — p sin 6, la fonction 
harmonique u (x, y) devient 


u (p cos 6, p sin 6) = (p, 6). 
11 est immédiat de voir que 


@° =u, cos 0+u, sin 6, 


2 = Usa COS? Ê + 2u;., COs 0 sin O+uz sin? 6, 


L/4 


Lp 
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à 


Pr , = , 
&ÿ = —u,p sin 0 + u,, p cos, 
#1," nm? # + A 
Da = Uap? sin 0 —2u,.,,p° sin 0 cos 6 + 


up? cos? 0 — pu, cos 0— pu, sin 0. 


1”, 1 1 ” v k ”. 
Te De D Fo De 


Il s'ensuit l'égalité 
9 4 à , 1 6 
PA ap TP 0p 7 pr 00 
dont le second membre est l’opérateur de Laplace en coordonnées polaires, 
Nous avons ainsi prouvé que 


Ao (p, 0) = 0. 


$ 5. Fonction réciproque 


Soit donnée une fonction analytique 
w—=f(z) (ED), | (1) 


appliquant bijectivement un domaine D du plan de la variäble 
complexe z sur un domaine G du plan de la variable complexe w. 
Cela signifie qu’à tout z € D la fonction (1) associe un w € G et 
inversement qu'à tout w € G correspond un z € D et un seul. Ceci 
définit sur G une fonction 


z—œp{w) (we G) (2) 
telle que | 
Il est évident que 
plf(=z (ED). 

La fonction. z — q (w) est la fonction réciproque de w — f (2) 
(zE D). 

Montrons que si 

f G #0 GED), 
alors la fonction z = œ (w) est une fonction analytique sur G. 

En effet, soient w et w + Aw des points de G. Les images de ces 
points par la fonction réciproque sont les points z et z + Az. La 
tonction f étant par hypothèse dérivable en z, elle est continue en 
ce point: Aw—0 si Az-—0. On démontre que la réciproque est 
vraie en raison de la bijectivité de f (z): Az — O0 avec Aw. On a alors 


2 (ft) #0). 


lim —=lim—-=-—— 
Az 
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Ceci exprime que la dérivée de la fonction réciproque : = . (u') 
existe au point w et vaut 


PU)=rT (WEG). (3) 


La fonction q (w) est analytique sur G, car w est un point arbi- 
traire de G, f” (z) est continue et non nulle. 
ExEMPLE. La fonction !) 


= az + b 


applique bijectivement le plan de la variable complexe z sur vului 
de la variable complexe w pour a = 0. La ionc- 
tion réciproque est de la forme 


w — b 
Vi 


— 


Il est immédiat de voir que les fonctions wr 
et z sont analytiques sur les plans des variables 


complexes respectives z ‘et w (uw = 4, & = 


{ 
Fig. 132 _- =) , 


re 
Fonction V z = 2!" (n entier naturel). Partageons le plan À 
de la variable complexe z en n secteurs par les demi-droites 


06,4% (k—0, 1, .…., n—1) 


issues de l’origine © (fig. 132, où nr = 3). Soit D, le secteur 
0: < 0 < Ox+1 p > 0, (4) 


plus exactement, D, est l’ensemble des points z = pe, 0 => 0, 

dont l’argument 6 — Arg z vérifie la double inégalité (4). Il est 

évident que D, est un domaine. Désignons par D l’ensemble obtenu 

en ajoutant la demi-droite 0 = 6, à l’ensemble D,. Les points de 
* sont de la forme 


2 = pet (B, SO < Our, p > 0). 


Posons encore 
80 — 0, +wp (6 & 8 < Ox+1). 
Si0<vY<O6, = 2x/n, alors 8, << 8 < Ox+1 et réciproquement. 


1) Pour plus de détails sur cette fonction, voir $ 15. 
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La fonction w — z* applique DË bijectivement et continûment 
sur le plan tout entier 
w — reiT C< op «TZ 2x) 
que nous désignerons par R'. 
En effet, 
: 27 7. 
reiP — peine = p'e Cu R+Ÿ) _ p'eirŸ, 
donc 
27 \ 


r=p", p=nÿ (o< p<8 = +), 
d’où 
p=rmeWr, ÿd=n, 


où Mr r est la racine arithmétique #-ième de r. De ce qui vient d’être 
dit il s'ensuit que la fonction w = z° admet sur l'ensemble D 
la fonction réciproque 


; P+2ÀR 
z==(z);=peterie 7, 
Ed bissrels CR”: (a) 


En fait, la réciproque de la fonction w = z" est la fonction 


2=Y w 


à n déterminations continues (5) correspondant aux nombres # — 
= 0, 1,..., n — 1. Les déterminations (5) définies par les nom- 
bres & = 0, 1, ..., n— 1 appliquent À’ respectivement sur 
D Dis De 

Pour calculer la dérivée de la k-ième détermination, il nous faut 
considérer le domaine D, D#. Désignons par R, l’espace R' 
privé du rayon = ©. | 

La fonction analytique w — z* applique bijectivement D; 
sur À;. La réciproque de w — z" est définie par la formule (5). 
En. vertu de (3), sa dérivée est égale à (z € D;) 


1 7 
(y/w) = _ where ne =. 


p+2AT 
D n— 1 1 
rte. ee di (1) Lot an) 4 Lon 
oRyre 1PF2RD on: 


En considérant les domaines D, auvlieu des ensembles D* on 
exclut les demi-droites 80 = 0, du plan À. Si l’on veut étudier Îa 
fonction z* au voisinage de ces demi-droites, il faut partager le 


13 THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE (CH. 


plan À par les demi-droites 
0 —860, + a (0 <a < 2r/n, RES GES RE CS D 


et considérer que D,-et D* sont des ensembles de points z € À défi- 
nis respectivement. par les inégalités | 


Oz + a <LO << Op + &, (SA La L0< 86: + œ. 
Fonctions e* et In z. La fonction 
w = et == ef — ee (z — x + iy) 


est analytique sur le plan À. Elle est partout non nulle. Ceci ressort 


du fait que 
y "et ÆO et [ei ]— 1. 
À Désignons par R' le plan de la variable 
»i complexe w, par R; le plan R"X{O}, par 


R, le plan R'X Or. 
Nous verrons dans la suite que l’image 


* de R par la fonction w = e* est le do- 
FR maine À;. Mais l’application de R sur R, 
———— + ———— n’est pas bijective: la fonction réciproque 
* de w—e appelée logarithme naturel ou 
népérien de w et notée 
Fig. 133 z=lnw (weER);) 


a une infinité de déterminations. Cette fonction sera définie plus 
bas. | 

Partageons à cet effet le plan À en bandes à l’aide des droites 
(fig. 133) 


y en Ur — Onk (k —= 0, +1, +2, . ). 


Désignons par D, la bande ouverte y, << y << yr+, et par DÈ lu 
bande semi-ouverte y, < y << Yr+s. 
Le changement de variable 


Y = Yr +N 


transforme bijectivement la bande D£ de points z = x + iy en la 
bande DŸ de points x + in. 

Considérons la fonction w — e* sur l’ensemble D£. En posant 
z=zx—+iy, w = re, 0 L op < 21, on aura 


we rei® = exe — e*ei2RT EN) L eïein (0Ln << 2n), 
d’où 
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Donc, 
= Inr = In | w |, 
y y +n = yr — p = 2kx — Arguw (k = 0, +1, +2,...). 


Par suite, la fonction w = e* admet sur la bande D£ la fonction 
réciproque 


z2= x +iy = (2) = In | w | + i (Arg w + 2kn), (A) 
0: Et, 322 we R;. 
En fait, la fonction w = e* admet une fonction réciproque 
z—=Inw (we Rk,) 


possédant une infinité de déterminations continues (6) correspon- 
dant aux nombres £ — 0, +1Â, +2, 

Le domaine D, se transforme bijectivement par la fonction: 
analytique w — e* en le domaine À, du plan de la variable complexe: 
w. La fonction réciproque (6) correspondant à la valeur # considé- 
rée est analytique sur R°. Il est commode de calculer sa dérivée: 
à l’aide de la formule (3): 


opens et + 22 a 


Signalons que nous avons calculé la dérivée de la détermination 
de la fonction In w correspondant à un # donné. 

Le fait que cette dérivée ne dépende pas de 4 est dû à ce que les 
déterminations (6) diffèrent d’une constante. 

En calculant la dérivée de z = In w on a admis que les points z 
appartiennent aux domaines D,, excluant aïnsi les droites y = yx 
de À. 

Si l’on veut étudier les fonctions indiquées sur les droites y — yx 
il faut partager le plan À avec les droites 


Y = Yr + a (0 <a < 27, Yyr = 2nk, k = 0,-#+1,+2,...), 


en admettant ainsi que D, est un domaine de points z = x + iy 


tels que y: + à y <'Yrr1 + &. 
La fonction puissance z% (à est un nombre réel) est définie par la 
formule 


w = 2% ex m2. polln |zl+i(Arg 24 2kn)] — 
_ 21° eia(Arg z+2hn) (k=0, +1, +2, ...) (8} 
ou 
u—pueia(ô+2kn) (k=0, +1, +2, ...)}, (8'} 


z = pei®. 
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Si & est un entier, alors 
Eiu2Rx — 4 


et 


où 2% est le produit de z par lui-même a fois. 

Si a = —+p/g, où p > 0 et q => 0 sont entiers, alors les nombres 
figurant au second membre de {8”) ne sont distincts que pour À = 
Di ss pt: | | 


w = péein(o+2kn) (K—0Q, 1, ..., g—1). 


Signalons que nous avons établi ces faits (cf. (5)} pour le ras 
à — Â/n avec nr entier naturel. 

Si « est irrationnel, les fonctions définies par les formules {N) 
ou (8’) pour des 4 différents sont différentes. Ce sont les détermina- 
tions continues de la fonction w = 2%. 

On a par ailleurs (z — oeït) 

œŒ 


(22) _ (ex in 2) = ex In t.—— 


ea p+i(0+2Rk7)]) Di bin ; 
ES — —— %— Nn P+ÜO+2RA)] = py70— 
ET ne ++ 2R0) — qe Ge" 


autrement dit la relation 
(22) = aœzt-t, 44) 


valable pour toute détermination de 2%. A signaltér que 4 a la même 
valeur dans les deux membres de (9). 

REMARQUE. Les fonctions réciproques des fonctions circulaires et 
hyperboliques peuvent être introduites de façon analogue. 

C'est ainsi que la fonction w — arcsin z est la réciproque de Ia 
fonction z — sin w, autrement dit sin [arcsin z] = 2. 

De l'équation 
etw __ e—iw e2iw 1 


3 —= SIN  — 5; 


dieiw 
On déduit que 


ew_ Qirev—_1=0, eiv:-iz+W1—2, 


iw= Infiz+V1—z2| +; [Arg (iz E V1 = z?) L 2kn]. 
Donc, 
w = arcsin z= —i[in|iz + V1 2] +ifArg (iz+ V1—2+2knl] 


est une fonction à une infinité de déterminations (4 = 0, +1, 
ra) 
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De façon analogue, 
arccosz== —i[In|z+ V7 21] : à He Gæ dr 4) + 2kxl], 


RE 
archz=In/z+ 221 1] +i[Arg(z+Vz—1)+2knl], 


arctgz= —— [In É 


$ 6. Intégration de fonctions d’une variable complexe 


Soient w — f (z) = u + iv une fonction continue de La variable 
complexe z définie dans un domaine D, L, une courbe différentiable 
contenue dans D d’origine À et d'extrémi- 
té B (fig. 134) définie par l'équation 

z=2(t)=z(i) +iy(t) (a Lt<B) 


ou ce qui revient au même par les équations 


[TT acc (0 
(6 à 
y=yt) 
Comme toujours Z est orientée dans le 
sens des # croissants de «& à f (À = z (&), Fig. 134 
B = z (B)). 


L'intégrale de la fonction j (z) le long.de la courbe L se définit 
comme suit: 


| f(z) dz— Î (u + iv) (dx + i dy) = | (u di —v dy) + 
L L L 


8 ,e 
Hi @dr+udy)= |, 12 600, vE)y bia 
L ‘a ù 


B 
+i (tt, y(t))x'()+u(x(s), y()}y"()] dt. (2) 


Vu que z'() =z'(t) +iy{t) et u(e(t), y (#9) = u (z(#)), on 
peut écrire (2) sous la forme concise suivante: 


B 
fe d= | rire" (0 dt. (3) 
L Ce À 


Donc, on voit sur (2) que l'intégrale d’une fonction de variable 
complexe est la somme de deux intégrales curvilignes et que son 
calcul se ramène à eelui d’intégrales ordinaires. ;:- 


\ 


22—0687 
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L'intégrale (2) existe pour toute fonction continue j (z} (dans ce 
cas les fonctions x (x, y) et v (x, y) sont. également continues) et pour 
toute courbe différentiable L {i.e. lorsque- x" (t) et y” (t) sont con- 
tinues et zx” (té)? + y" (t}? => 0). 

Si la courbe Z est différentiable par morceaux et constituée de 
portions différentiables orientées La, . +. Ln, alors on admet par 
définition que + | 


| f (z) dz =. Î f (2) dz. (4) 
LE. , Ati. 


Des propriétés de l’intégrale curviligne il résulte immédiatement 
que | — 
1) frG@ = 560 dx, 

L L- 


OÙ LL. est la Séuche L orientée dans de sens contraire (cf. tome |, 


chap. 7,.$ 4). 


a: .æé- 


2) | LAS (+ Be (al ds — 4 | f(0) d+ B À gode, 
L L 


où LA et B sont des nombres constants. 
3) Si FOI<M pour 26L, alors 


fre PET 


où est la longueur de L 
En effet, en vertu des propriétés de l’intégrale ordinaire, on n 


de 4 ne Dee Fi ab pe 
RECLISRHAOE “I] HÉCIMEAUICE 
L [a 2 
es. Ho. 8: 
<\ Mir Ole M 1ÎVe + y GE di= MI 
EXEMPLE 5 | LL 
L : 


où. L est un cercle de centre 2, orienté dans le sens direct. 
En effet, Féquation de Z peut s’écrire sôus là forme 


2 = 39 <+ peit (OK t <'2n), 
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où p est le rayon du cercle Z. Donc 


27 ; 27t 
À ee. = | pierf dt =i(1 dt — 2ni 
3 — 26 pett “ 
Ô 
ExEMPLE 2. Pour n  —{ entier, 
| (z— 20)" dz = 0, (6) 
Ë 


où Z est un cercle de centre z, orienté dans le sens direct. 
En effet, 


2T 
| À (z — 29)" dz — | prtieitr+1)t di= 
L 0 
cs i(A+1)É 911 
= ipt# À eitrat dé = ip"*1 pr = O0 (nm+1#0), 
Ô 


car e2(n+1s = 4, Vn entier. 


THÉORÈME 1 (Caucuv). Siune fonction jf (z) est analytique sur ui 
domaine simplement connexe D, alors l'intégrale de f (z) le long d’un 
contour fermé T' différentiable par morceaux contenu dans D est nullen 


| Far 0 


DEMONSTRATION. La fonction jf (2) = u + iv étant analytique 
sur D, les fonctions u (x, y) et à (x, y) sont continüment dérivables 
et satisfont aux conditions de Cauchy-Riemann 


ou ôv Ou : Ôv 
Ge ” 


En vertu de ces conditions, les expressions v dx + u dy et u.dxz — 
— v dy Sont les différentielles totales de certaines fonctions. Donc, 
les intégrales curvilignes de ces expressions, prises le long du con- 
tour fermé l”, sont nulles (cf. chap. 3, $$ 4 et 5). Et en vertu de-{2} 


| f (2) dz = | dx — v.dy) + i | (uv dr + u dy) —0 
P D AT D 


EXEMPLE 3. 


ja" a 0 (n=0, 1, 2, ...), 


Tr 
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À e* 40, Jade =0 (a > 0), 


r Tr 

À sin z dz — (0, À cos z da = 0, 
T T 

| sh z de — 0, | ch z de —0, 
L 1 ©: 


où l'est un contour fermé différentiable par morceaux, car les fonc- 
tions à intégrer sont analytiques sur le plan de la variable complexe 
z (car possédant des dérivées continues en tout point 2). 

Comme conséquence du théorème 1 on a le 


THéORÈME 2. Soit un domaine D dansun plan complexe, limité par 
un contour composé, différentiable par morceaux, orienté dans le sens 


Fig. 135 Fig. 136 


positif, c'est-à-dire que le parcours de T laisse les points de D à gauche. 
Si f (z) est une fonction analytique sur D, alors 


| f(@d2=0. 


F 


. Expliquons ce théorème. La figure 135 représente un domaine 
doublement connexe D dont le contour [' = [', + F, est différen- 
tiable par morceaux et orienté dans le sens direct. 

Relions les contours l', et [l', par une courbe différentiable + 
comme l'indique la figure 136. Orientons y dans le sens direct (Y.) 
et dans le sens rétrograde (y-). On obtient ainsi un domaine D1 
simplement connexe limité par le contour orienté l, + y: + T, + 
+ y_ D'après le théorème 1 


f (2) da 0. | 
Dot Ve + lit Y- 


Mais | 
| f@di= tt | (2) de=0, 


V-+V+ Le V+ 


(re 
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donc 


ff@d= | fat | f@d-0. 


T Ti Ta 


Les intégrales | et | ne sont pas nécessairement nulles, 
T1 Ta 


REMARQUE 1. Pour simplifier on dira « contour » pour « contour 
fermé » continu différentiable par morceaux. 

Le théorème 2 entraîne le 

THEORÈME 3. Soit D un domaine limité extérieurement par un con- 
tour L' orienté dans le sens direct et intérieurement par des contours 


Fig. 137 Fig. 138 


T,, l+, ..., T'Y orientés aussi dans le sens direct (fig. 137 où N = 3) 


et soit donnée sur D une fonction analytique f (z). 
On a alors 


N 
À td D À f(0) de. (8) 
Po ii 
En effet, le théorème 2 nous dit que 
N 
\f@ + y À f(z)dz=—0, 
T k=1 Te 


Rk 
d’où l’on déduit (8), car 


À 10 az — | j(0) dz. 


Te le 

Signalons que si N = 1 dans le théorème 3, alors 
| 0 de | j (0) à (9) 
T F1 


(fig. 138). 
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REMARQUE 2. De l'égalité (9), c’est-à-dire du théorème 3 pour 
N = 1, il s'ensuit que les égalités (5) et (6) restent en vigueur si 
l'on y remplace le cercle Z de centre z, par un contour Z’ contenant 
z, en son intérieur et orienté dans le sens direct : 


Â On, (10) 
L' (1) 


| (G—z)"d=0 (n#—1) (14) 
L? 
Les formules (10) et (11) sont fondamentales dans cette théorie. 


Nous verrons que le calcul des intégrales curvilignes de fonctions 
analytiques nous y ramènent (cf. plus loin $$ 10 et 11). 


$ 7. Formule intégrale de Cauchy 


Soit f (z) une fonction analytique sur l’adhérence d'un domaine 


simplement connexe D (D = D {J 6D) dont la frontière L est diffé- 
rentiable par morceaux. On a alors la formule intégrale de Cauchy 


FU) = | 22€, (1) 
L 


Dni J 2—29 


où Z, est un point quelconque intérieur au contour L et l intégration 
est effectuée dans le sens direct (fig. 139). 


Fig. 139 


Il suffit donc de déterminer la fonction analytique f (z) sur le 
contour Z, et d'obtenir-automatiquement ses valeurs en toui point 
de D grâce à la formule (1). 

Pour prouver la formule (1) considérons la fonction 


p (y = 7 IE) (2) 


Æ 
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La fonction œ (2) est analytique en tous les points de D sauf en z = 
— z,. Traçons un cercle y © D de centre z, (cf. fig. 139). Lé théo- 
rème 3 du $ 6 nous dit que. 


ot) 4 | o(:) dr 1) 
L + | 
et l'intégrale 


load | pad 


Ÿ 12-701 =P 


CARS 


ne dépend pas effectivement de p. Signalons que de (2) il résulte que 
Le P(z)=f (0). 


Si l'on pose p (20) =f (20) ta fonction ® (:) devient continue sur D, 


donc bornée en module: ]p(z}| M, Vzt D. On a alors (cf. 
propriété 3) du $6) 


] pt de] M 2m. 


Comme le nombre p peut. être pris aussi petit que l’on veut et l’in- 


tégrale | P (2) dz ne dépend pas de p, il vient 
Ÿ 


À p (2) dz = 0. 
En vertu de (3), on a 
| p (z) dz — | FU) I Go) DIE) dz 0. 
L L. | 
D'autre part (cf. (10), $ 6) 


| Le a = j (e dE RER = Qnif (Zo)r 
L 


d’où l’on déduit la formule intégrale de Cauchy. 

La formule de Cauchy est valable pour un domaine multiplement 
connexe. Pour la prouver on se ramène au cas simplement connexe. 

. La figure 140 représente un domaine D doublement connexe dont. 
la frontière L qui est orientée dans le sens positif est composée de 
deux contours fermés dûment orientés (L = Li + L:). 

Soit Z, un point arbitraire de D. Relions les contours Z, et L; 
par une courbe y différentiable.par morceaux.orientée de Z; vers 
Lo et ne passant pas par 2. 
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Soit D, = D\Y. Le domaine D, est simplement connexe et sa 
frontière L’ est orientée dans le sens direct : 


L'=L+y-+lLi+y=L+v +7 


La fonction f (z) est analytique sur Du et Zo € D,. Donc, d’après le 


Fig. 141 


théorème de Cauchy pour un domaine simplement connexe 


CRE BRIE CEE D 


s'en 


car 
[10 de+ (1 0 


z— 29 
Ÿ V= 


ExemPLe. Calculer l'intégrale 


sinz , 
À 22 +41 az, 
L 


où Z est un contour orienté dans le sens direct, contenant le point 
z = i (fig. 141) en son intérieur et le point 2 = —i en son extérieur. 
Mettons l'intégrale sous la forme 


sin z dz 


(z+-i) (2—i) 
E 


et considérons la fonction f (z) = sin z/(z + i). Cette fonction est 
analytique sur l’adhérence d’un domaïne de contour Z, donc en 
vertu de ‘la formule intégrale de Cauchy 


\ Sin 3 dz = | LC Gr Qnif (à) = 2ni SD — 
L 


32 +1 z—i 


a 3) INTÉGRALE DU TYPE DE CAUCHY HS 


$ 8. Intégrale du type de Cauchy 


L'expression 


4 | f (z) az 


2ni (z — Zo) ? 


où } (2) est une fonction analytique sur l’adhérence d’un domaine D 
de contour L'orienté dans le sens direct, s'appelle intégrale de Cauchy. 
Si z, est contenu à l’intérieur de Le l'intégrale est égale à f (2), 


si Z, est à l'extérieur de Z, alors = à est une fonction analytique 
sur D et par suite, l'intégrale de Cauchy est nulle. 

Soient maintenant £ une courbe différentiable par morceaux, 
orientée, pas nécessairement fermée, et  (z) une fonction continue 
définie le long de Z. L'expression 


FGD= gx | 2 de Qi 
L 


s'appelle intégrale du type de Cauchy. C'est une fonction définie en 
dehors de £ (21 4 #). 


THÉOREME. L'intégrale (1)}.est une fonction analytique pour tous les 


Zo É L. 
La dérivée d'ordre n de la fonction F (z:) a pour expression 
= | € d 
F (= | LE m2). (2) 


DEMONSTRATION. Soit © un disque ne possédant pas de points 
communs avec la courbe £. La fonction 


D{z, 2 =-26 


Z — 2 
des variables complexes z, et z est continue sur l’ensemble & X 
X L (2 € 0,2€ €) et admet sur cet ensemble une dérivée partielle 


continue 
9D _ pi) 
029  (2—29)? 


(signalons que z — 3, = 0, car le disque © et la courbe Z£ ne se cou- 
pent pour aucun Z, € o et aucun 3 € Æ). Ceci indique que la dériva- 
tion de F (z,) par rapport au paramètre z, sous le signe d'intégration 
(1) est licite: 


F0) = 77 | LOS. 
JU) 
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Ceci étant, la dérivée F” (z,) est continue en dehors de £ (cf. chap. 2, 
$ 4, théorème 4 qui se généralise sans peine au cas d’ une ‘intégrale 
d'une variable complexe). 

Nous avons prouvé la formule (2) pour 7 — 1. Pour n > 2 la dé- 
monstration se fait par récurrencé. 


CoRoOLLAIRE. Si une fonction w — . (z) est analytique dans un do- 
maine D, c'est-à-dire possède une dérivée première continue sur D, 
alors elle possède des dérivées de tout ordre. 


DEÉMONSTRATION. Soient z, un point de D, o un disque centré en z, entière- 
ment contenu dans D et dont la frontière y est orientée dans le sens direct. 
D'après la formule de Cauchy 


w | d 
fG)=-— 2Ti [ae 9 
+ 


<'est-à-dire que la fonction f (zo) se représente par une intégrale du type de Cau- 
<hy pour Z — y et p(z) =. f.(z). Donc, en vertu du théorème ci-dessus, la 
fonction f (z) est indéfiniment dérivable et 


d 
F0 Gr 1, 2). (a 


$ 9. Série entière 
Considérons:la sérié entière 


OO 


HG) D cu Ga) (15201) «1 


de rayon de convergence R == (. 

Il est classique que la série (1) converge uniformément sur le 
disque | z [<o, où p << R est un nombre quelconque strictement 
positif. Donc, ia somme f (z) de la série ({) est une fonction continue 
dans le disque ouvert | z — z, | < À. De plus, f (z) possède sur ce 
disque des dérivées continues de tout ordre que l’on peut calcüler 
par dérivation terme à terme de la série (1). Ceci exprime que la 
somme d’une série entière est une fonction analytique dans le disque 
(ouvert) de convergence de cette série. Les nombres c; se calculent à 
l’aide de la formule | 


cu IE. (= 0, 1, 2, ...)," (2 


ce qui montre que la série entière est la série de Faylor de sa somme. 
En vertu de (3) du $ 8, 


=) EE (HO, 1, 2, ...), 


2ni J (2—2ç)A*1 
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où Z est un contour arbitraire orienté dans le sens direct, inclus dans 
le disque de convergence de la. série (1) et contenant en son intérieur 
le point 2. 

On a le 


THÉORÈME. Une fonction Î (z) analytique dans le disque | z — 2, | << 
Eee À se développe en une série entière de 2 — Zo. convergeant vers f (2). 


© DEMONSTRATION. Soit G) une foiédion he dans le disque | 3 — 
— z9 | & R. Soit z un point quelconque intérieur de ce disque (fig. 142). Tra- 
çons un cercle L decentre z, et de rayon p < À de telle sorte quez soit intérieur 
au contour Z. La fonction f (z) sera alors ‘analytique 
sur le contour L et en son intérieur. Donc, en vertu 
du théorème de Cauchy 


__1 (04% 
= LOS. (3) 


Mettons la fraction 1/(8 — z) sous la forme 


{ | À 
== SR 4 
L— 2 É—29 1— Z2— 2Zy 
Ca Fig. 142 


Lorsque £ € L et z estiintérieur au contour Z, on a 


Z2—%0 


; De | z—20 | 
| C—20 


< 1. (d] 


Z— 2 n Re ss : 
Donc, 1 / (1— C - | peut être traitée comme La somme de la progression 
| — 20 | 
géométrique convergente 


{ 4.1 2720 2—20 \2, (4 
É— 20 


De (4) et (6) il vient 


LL _: à (3— 20)? 


3 — , 
EE En À ne Eee + L 


et la série (7) converge uniformément quels que soient & € L et z constant, car, 


ainsi qu'il ressort de (5), l'expression | = | ne dépend pas de Ê € ZL et est 
| ” | S— 40 “ hs 


IRIéAEUES à 1. 
En multipliant (7) par @) = (ce qui ne viole pas la ORNE uniforme) et 

en intégrant sur Z, on obtient | 

. 1 pe 4 jLex 


ni € e—2 . 2ni C— 79 
L L 


sent FOR 
Fa LE À 
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En vertu de (3) 
Fa) — co +. ca (2 — 30) + ca (2 — 29) +... (8) 


où 


1 FH = n=0, 1,2, ...). (y) 


RE nr | Guen 


Nous avons ainsi prouvé que la fonction f (z) analytique dans le disque 
1z— z | < À se représente par la série entière (8) avec les coefficients (9), 
C 'est-à-dire par sa série de Taylor. 


ExEeMPLe 1. Pour développer des fonctions en série de Taylor, on 
peut se servir des développements connus des fonctions'élémentaires. 
Par exemple, 


z2n 


cosz= D (ET En) 1 ? 
n=0 
donc, 


; 1 — cos 2z = ET n 
2 ñn 
SIN? 7 = ——— +. 1 ( — 1) 


sin 
ExEMPLE 2. La fonction tg z — ee est analytique dans un voisi- 


nage assez petit de z = © ((tg z)' — 


rs» C0s z = 0). Donc, cette 
fonction se développe en une série de Taylor, bien que la forme géné- 
rale du coeîfficient soit difficile à déterminer. On a €, = 0, € = 1, 
Ca — 0, Ca — 2, i1.e. 

tgz—2+ 


ExemPre 3. Développer les fonctions w — sh z et w = ch z on 


ge z1 
série de Taylor. On a & = > —r, done, 


n=0 
ne — — e sn LL eZ + eZ _ L zèn 
shz— 3: spi, hi —= > Cri 


$S 10. Série de Laurent!) 


THéorRèME, Soit 0 Lr << R KL 00. Toute fonction j (z) analytique 
dans la couronne ouverte 


r<|z—-2%]<R (1) 


1) Pierre Laurent, mathématicien français (1813-1854). 
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se représente de façon. unique dans cette couronne par une série conver- 
gente 


@)= D Ge 3 en (2— 20)" + ù im © 
N= = 00 n=0 
où 
| = 1 jf ©) Fr | 6 
et y est un cercle tn FE — 2 | = pr << p <T À, orienté dans 


le sens direct. 

La série (1) s'appelle série de Laurent de la fonction f (z) de z — z, 
ou encore développement de Laurent de la fonction f (2) dans la couron- 
ne r<|z—Z%|<R. 


O0 
REMARQUE. La convergence de la série >, sous-entend celle 


.— 00 
— 1 


des séries D, et D séparément. 
n=0 N=-00, 

DEMONSTRATION DU THÉORÈME. Considérons des cercles c et € con- 
centriques de centre z,, de rayons 7’ et R'(r<r'<R°"< R), 
orientés dans le sens direct (fig. 143). 

La fonction f (2) est par hypothèse analytique dans la couronne 


fermée de rayons r’ et R’. Donc, la formule intégrale de Cauchy nous 
donne 


j (0 dé 1 (fOd 
= 1 2 Fa | É— 3 


ou 


où zeft un point situé à l’intérieur de la 
couronne. 


Dans la première intégrale, le point & est situé sur le cercle €, 
donc | 


Fig. 143 


r=%, — 12-72] 1 
43° CL — 29 s R’ e. ” 
n D 2)" 
ee —_ (20) () 
C—z T4  2—% 2 G—20)%* ? 
(G— 20) |: 7 | EU 
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la série.du second membre econvergeant uniformément: pour'Ë € C 
(à z fixe). 

Dans la deuxième intégrale, le point £ étant situé sur le cercle 
€, On à 


C— 20 … T' 
Z— 29 1z—20 | <1, 
d —1 (C— 20) ' 
D, 0 
@— 2) | _ 


la série du second membre convergeant uniformément pour Léc 
(à z fixe). 

En portant (5) et (6) dans (4) et en intégrant terme à terme, où 
trouve 


1 d | 
f(z)= 3 Be | Er (2 — 20)" + 
—0 
S 1 f O4 __ 
DE _. LES CE 
_ Q 1 f (©) dë D: f (0) d& FR 


La fonction f (£)/(£ — z,)"*} étant analytique dans la couronne 
quel que soit n, le théorème de Cauchy nous dit que l'intégrale (3) 
est égale à à une intégrale identique.étendue à un autre cercle, notam- 
ment à c et C. Donc, de (7) résulte (2), où les nombres r, se calculent 
avec les formules GS). 


La première série > Cn (2 — 20)" du dernier membre de (2) con- 


—0 
verge dans le disque | Z— Z | << R vers une fonction fi (z) analy- 
tique dans ce disque. On l'appelle partie régulière de la série de Lau- 
rent. 

La deuxième série du dernier membre de (2) 


[s,») 
Con a su 


converge pour |z — % É r. Elle définit uhe fonction analytique 
f» (z) appelée partie ru de la série de Laurent. 
Ainsi, . | en —. ous _ 


j (à — . © - La fa Fh 
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où 1 (z) est une foriction analytique dans le disque |z—z | <R, 
et f, (z), une fonction analytique dans | z — z, | > r: A l’intérieur 
de la couronne r << | z — z, | << R ces deux fonctions sont analyti- 
ques. 

Les coefficients c, de la série de Laurent de Ia fonction f (2) 
sont uniques, car ils se- calculent avec les formules (3). 

ExEmPLE 1. La fonction 

1 1 1 
ÏUG)= {3—2) a 29 Fr 2-0 


est alrique sur le plan de la variable z sauf en z — 2etz — 3. 

a) La fonction f (z) est analytique dans le disque | z | << 2, donc, 
en vertu du théorème du $ 9, on peut la développer en une série de 
Taylor de z convergente dans le disque | z | 2: 


fa) = À cuz*. (&) 
. A0 
Les coefficients c; se calculent avec la formule 
(R) (0 
= (0,12, ...). (9) 


On peut obtenir la série.(8) d’une autre manière en considérant 
que 1/(z — 3) et 1/(2 — 2) sont les sommes de progressions géométri- 
ques. En effet, (si | z [ << 2) 


es : —+ = _ | ++ (5) + - -|= + S + 


1—< k=0 

1 1. À 1 TE EE ne. 1 ; z \À 
= gr glthst(s) +. lex ( 
| ls k—0 
Donc, + 

| 4 { 

Cp — PS D 7m 0e 
DR+1 3hk+1 


Ces coefficients sont égaux à ceux calculés avec la formule (9) 
en vertu de l'unicité du développement d’urie fonction en série 
entière. 

b) La fonction f (z) est analytique dans la couronne 2 < | z | << 
<T 3. On peut donc la rene en série de Laurent 


f (2) — ÿ Ch, “(10) 


on = per | QUES 0, HE 2, ..), (41) 
Ê 
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où y est un cercle | À | = p, 2 << p << 3, orienté dans le sens direct. 
On peut déterminer les nombres c; sans recourir aux formules com- 
pliquées (11). On a (2<|z|<3) 


1 : zh 
==} 3k+1 ? 
k=0 
À 4 14 1 2 212 4 RQ 2 
12 3, _2 =. [1+£$+(2) +... ]= x kR 
Sr k—1 


Z 


Donc, la série de Laurent de la fonction f(z) est de la forme 


SOLE à À 
RO k 2 3h+i ? 
k=1{ k=0 


FA 


Le développement en série de Laurent étant unique, les coeïfi- 
cients obtenus sont respectivement égaux aux nombres c, calculés 
avec les formules (11). . 

c) La fonction j (z) est aussi analytique à l'extérieur du cercle 
|: |<3 et | 

lim f (z) = 0. (12) 


Z—00 


Donc, f(z) se développe en la série de Laurent : 


= Si EER 
fU= ><. (13) 
k—1 
Les termes de la forme cz" (k == 0, 1, ...) ne peuvent pas figu- 
rer dans la série de Laurent de la fonction }, c’est-à-dire que c, = 0 
pour # — 0, 4, ..., sinon, on aurait une contradiction avec (12). 


Les nombres c_, peuvent aussi être obtenus par un calcul direct. 
En effet, pour |z [=> 3,on a 


ÿ 1 1 4 3 312 1 KA 
23 2 = [1+5+(=) +... [5 zh © 
1 — k—1 
FA 
1 on 2 
g— 2 0 2 zh ° 
h—1 
Donc, 
= 3h—1— 2h71. : 


k=1 
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ExEMmPLe 2. Développer la fonction 


AS C1 Ces D (44) 


en série de Taylor de z — à et déterminer le rayon de convergence 
de cette série. 

SOLUTION. Le plus grand cercle de centre à à l’intérieur duquel 
la fonction f (z) est analytique possède un rayon égal à la distance 


du point à au plus proche point singulier, c’est-à-dire au point = — 
— 2, Donc, 


R=|2—i|-V2+F12-V5. 


Désignons par o le disque ouvert de centre i et de rayon R = V5. 

La fonction f (z) est analytique dans ©, et tout disque concentri- 
que de rayon supérieur à À contient le point singulier z — 2. 

En vertu du théorème du $ 9, la fonction f (z) se décompose en 


série de Taylor de z — i. On peut obtenir cette série par un calcul 
direct. 


| Zz—i gt 2 
| i—2 (1-5 —+() —...). (45) 
La série entière de z—3i converge visiblement dans le disque 


1z—i|<R, R=|i-21-=ÿ5. D'autre part, 


z—3 GG DE(G—=3) i—3 Z3—i 
+5 


= (155 + 5 6 


On obtient encore une série entière de 3 — i convergente dans le 
disque [z — ; | À. En fait, cette série est convergente dans le 


disque de rayon [i—3 | — y 10, mais cette précision est super- 
flue. 


La différence des séries (16) et (15) est ‘la: série de Taylor de 


Z — ji de la fonction f (z). Son rayon de convergence est R — V5. 
Exercice. Développer la fonction f (z) (cf. (14)) en série de Lau- 


rent de z — i: a) dans la couronne V5 <'1z— i[<< 10; b) au 
voisinage de z — 00, 


23—0687 
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$ 11. Classification des points singuliers isolés. 
Résidus 


Au $ 10, on a démontré le théorème disant que S0<r<R < 
< oo et si la fonction f (z) est analytique dans la couronne 


r<]z—-2%[1< R, 


alors elle se développe en une série de Laurent convergeant vers f (r): 


f@)= 2 nez) =f@)+ft) <ls-zol<R) (4) 


où 


Supposons que r = 0. On admet ainsi que la fonction jf est ana- 
lytique dans le disque 0 << | z — z, | << À privé du point z,. Au 
point zo, la fonction f n'est généralement pas définie. | 

On dit alors que z, est un point singulier isolé de la fonction f. 
On donnera plus loin une classification des points singuliers isolés. 

La série entière 

= 2 oz (12-201 < 8) 
a un rayon de convergence À >> 0. Donc, sa somme pos-ède une dé 
rivée continue dans le disque |] z — Zz, | << À. 
Distinguons trois cas (pour r = Ü). 
a) La fonction f (z) est de la forme 


1Q=h@= T0 (2), (3) 
c'est-à-dire que c_, = 0 (4 = 1, 2, . . .). Comme la série entière (3) 


converge pour tous les z tels que | z — 2, | << À, son rayon de con- 
vergence est égal à R et par suite (cf. $ 9) sa somme j, (2) est défi- 
nie et continûment dérivable en tous les points de |[z2—z |< R,7y 
compris en z,. Donc, la fonction j, (2) est analytique dans ce disque. 
.:5i l’on pose h … | 

f (20): = f1 (Go) = Co: 


alors la fonction f (z) sera analytique dans ce disque. 
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On dit dans ce cas que La fonction f présente une discontinuité 
artificielle en z,. 11 suffit de poser f (z,) = €, pour que la fonction 
f soit analytique non seulement au voisinage de z, mais en z, aussi. 

À noter que dans ce cas l’intégrale 


À j (2) 0 à 
E 


pour tout contour fermé L contenant le point z, en son intérieur et 
appartenant au disque |Z2— z | < À. 
b) La fonction f (z) est de la forme 


90 


1) = fi(2) + D …. Ex — D CR(z— 205) (Cm Es 0). (5) 
kR=-m 
Donc, c, = O0 pour k = —{m + 1), — (m + 2), 

On dit de le point z, est un pôle de la fonction # (z) d'ordre m. 


Pour m = 1 le point z, est un pôle simple. 
Comme 
li fi (2) = co 
Z—Zo 
et 
m 
lim — __— 


Fe { 
- lim = [Cm + Cm) ( — 20) +... 


Z—+Zo (z 
.+cu(z--20) 1] ©,  -(6) 
alors 


lim f(z) = ce. (7). 


Z 2e 


Si maintenant Z est un contour orienté dans le sens direct, con- 
tenant Je point z, en son intérieur et appartenant au disque | z — 
— 2, | < À; alors 


‘ | j (z) dz = 2nic_. (8): 
L ss") 
.En effet, 


m 


fr@a= (nt d+ y 
L h 


L 


. PR 4 
RAT ue 


. ={L e ' £ 
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car 


(cf. (10), (14) du $ 6). 
c) La fonction f(z) est de la forme 


(2) — D AG + fi () + fa (z), (9) 


R=0 


où un nombre infini de coefficients c., de la série 


©œ 


2) — nor 
hO= DS 
ne sont pas nuls. 
On dit que le point Zo est un point singulier essentiel. 
On sait que 


lim f1(2) = ©. 
Z—7g 


Mais f, (z) ne tend sous ces conditions vers aucune limite finie ou 
infinie lorsque z — z,. Ce fait qui résulte d’un théorème classique 
de Sokhotski À) ne sera pas prouvé ici. 

À noter que les raisonnements qui nous ont servi à à prouver (6) 
dans le cas d’un pôle ne sont pas valables ici, car le passage à la 
limite terme à terme n’est pas toujours licite pour les sommes infi- 
nies. 


CO 
: 2 —À n # - 
ExemPre 1. La fonction e-}/* — > CE z °" présente une singu- 


N—=0 

larité essentielle en z — 0. Cette fonction ne possède pas de limite 
en ce point: | 

En effet, pour z = x (x réel) exp (—1/x°?) — 0 avec x. Mais si 
2 =—, alors exp (—1/2) — exp (n°) + +00 lorsque 7 —+ co. Donc, 
la fonction exp (—1/7°) ne possède pas de limite au point z = 0. 

Pour tout contour Z orienté dans le sens direct, inclus dans le 
disque | z — z, [| << R et contenant le point z, en son intérieur, on a 
comme pour un pôle 


| f (2) dz = 2nic. (10) 


L 


1) Y. V. Sokhotski, mathématicien russe (1842-1927). 
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En effet, l'intégrale sur L (cf. $ 6, remarque 2) peut être rempla- 
cée ici par une intégrale le long d’un cercle quelconque y centré en 
Zo, contenu dans le disque | z — 3, | << R et orienté dans le sens di- 
rect. Or, les séries (9) convergent uniformément sur y, donc on peut 
les intégrer terme à terme sur y. On sait que 


dz dz : 
| —"— 0 (41) et Ja si 


(2— 20) 
ce qui entraîne (10). 


DériNirion. Soit z, un point singulier isolé d’une fonction f (2). 
On appelle résidu de la fonction f au point z, (et on note Res f (z)) 


l'intégrale T7 
\5@) dz, (11) 


2Ti 
L 


où L est un contour inclus dans le disque | z — z, | << R, contenant le 
point z, en son intérieur et orienté dans le sens direct. 
D'après ce qui précède (cf. a), b) et c)), si 


o0 


f@= 2 CR(z— 20)" (0<1z—-21<R) 


est la série de Laurent de jf au point z, alors 


Res f (z) = c_4. (12) 


CASA 


Donc, si l’on connaît la série de Laurent d’une fonction, on peut 
calculer immédiatement le résidu de cette fonction en tout point 


singulier. 
En particulier, si z, est un point singulier artificiel, alors 
Res jf (2) = 0. 
Z=20 


Lorsqu'il est difficile de développer une fonction en série de 
Laurent, on cherche d’autres méthodes de calcul du résidu. 
Soit 3 — Z, un pôle d’ordre m > 1. Alors 


O0 


fe À (est + À cast Gn#0 (413) 


R=0 
En multipliant les deux membres de (13) par (z — z,)", on obtient 
( — 2)" f (G) = Cm + C_m41 (8 — 20) +... 


tenant D cu (a zoht (14) 
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Si l'on dérive (m — 1) fois l'égalité (14), alors le terme libre du sc- 
cond membre sera égal à (m — 1)! c_, et par suite 
AE CG 20)" j (2)] = (m—1) leu, 


lim dam 


Z—+29 


d’où Û 
Res f(z2)—c,— lim 277162) GN (1) 


2=20 (m—1)1 =] Z+20 da 
Si la fonction f (2) = ? & 2. 


simple de  (z) (b (2) — 0, y (20) 0), slots z = Z, est un pôle 
simple de f (z). En vertu de la formule (15), on a (pour m = 1) 


so. 06) QU) ___ p(x) 
A0 EE Res AG pe SO =ve) Ÿ Go) * 
Z— 29 
Donc, 
. ® (20) 
Res (6. (16) 


Si z = z, est un point singulier essentiel, le seul moyen de cai- 
culer le résidu est de développer la fonction f (z) en série de Laurent. 


EXEMPLE 2. Calculer le résidu de la fonction f (2) a 
à I 
point z — T* 
Posons f (3) — ae , Où p (2) = sin” z, Ÿ (z) = cos z. Le point 


g — n/2 est un pôle simple de la fonction f (z), car o (x/2) = 1 0, 
4 (x/2) = 0, ÿ° (z) = — sin z, Ÿ' (x/2) = —1 5 0. La formule (16) 


nous donne ‘donc 


21= ® (n/2) en 
AIS pa) 4 + 


ExEMPLE 8. Trouver le résidu de la fonction exp (1/z) au point 
2 = (. 
On a 


exp (+ | =1++ fes _——. ee 
Donc, le point z = 0 est un point singulier essentiel et 
Res exp (1/z) = c_, = 1. 
2=0 
ExemP1e 4. Trouver le résidu de la fonction 
4 


| LAS re) 
au point z = 2. 
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Ce point étant un pôle du deuxième ordre, la formule (15) nous 
donne 


—. A ds 
A 


$ 12. Classification des points singuliers à l'infini 


Supposons maintenant que dans le théorème du $ 10, z, = !, 
R = w et r est un nombre positif quelconque. Sous ces conditions 
ce théorème devient : si une fonction f (z) est analytique pour tous 
les z complexes tels que 


ZT, (1) 
alors elle se développe en une sérié de Laurent de z: 
f@)= Date Fi()+P) (zl>r), 2) 
convergente pour tous les z tels que [z | =>r. Îci 
Fi()= Y > , F()= Ÿ, cuz* (3) 
kR=0 k=t 


L'ensemble (1) est l'extérieur du cercle | z | < r. Il est commode de 
traiter cet ensemble comme un voisinage du point à l'infini. 

Ainsi, à l’ensemble des points (nombres) complexes on a ajouté 
formellement un point situé à l'infini (z —= co). 

La fonction f (z) est analytique au voisinage du point z = , 
sauf en Zz — œ qu'il est naturel d'appeler point singulier isolé de la 
fonction f. | 

Introduisons la classification suivante en fonction du comporte- 
ment de f (z) au voisinage du point z = oo. 

a) Point singulier artificiel. Le point z = est un point singu- 
lier artificiel si 


Cr = Ù (k = 1,2, ss ae 
c’est-à-dire si 
f—=P() (z1>r). 
Dans ce cas 


lim f(z) = lim F,(2) = co. 


Z +00 


II est évident que 


5x | f(z)dz= —c, 
L- 
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où ZL- est un contour quelconque orienté dans le sens rétrograde et 
contenant le cercle | z | = r (fig. 144). On peut imaginer que L. 
« contourne » le point en le laissant à gauche. 


Fig. 144 


b) Pôle d'ordre m. Le point z = est un pôle d'ordre m si 


f(=F()+ À ct (om A0). 


Il est évident dans ce cas que lim f(z) — co. D'’autreïpart, 


fo c. | < #+3 ox | hdi ci À —2nics, 
k=0  L. Lo 


car } 


| À dz = —\2 da =0 (ke — 1). 
EE L 


c) Point singulier essentiel. Le point z = © est un point singu- 
lier essentiel si 


f@)= Fi @+ À eus” (4) 
et si une infinité de €, ne sont pas nuls. 


La fonction Fi (z) tend vers une limite fini pour z—+ co, alors 


que la fonction È c,2* ne tend, en vertu du théorème de Sokhotski, 


vers auCUnNE limite. Donc, la fonction f (z) ne tend vers aucune limite 
pour z-—> oo. 
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Par ailleurs, 


Le 


ECOLE) x | 2 dr = — 2nic…. 


L= k= — 00 L=- 
L'intégration terme à terme est licite ici, car on sait que les inté- 


grales | peuvent être remplacées par des intégrales | sur un cercle 
PA C 
de rayon p >- r sur lequel la série (4) est uniformément convergente. 


D&riINITION. On appelle résidu d’une fonction f (z) à l'infini (et 
on note Res f(z)) l'intégrale 


Z=00 


| f (z) dz, 


L_ 


où L_ est un contour fermé quelconque inclus dans l’ensemble |z21=7r 
(dans lequel la fonction f (z) est analytique!) et orienté dans le sens 
rétrograde. Dans ce cas on dit que le parcours du contour dans le 
sens direct « laisse le point oc à gauche ». 

En vertu de ce qui a été dit plus haut (cf. a), b) et c}) si 


foo 
f@= D ex (11>r) 


est la série de Laurent d’une fonction f à l'extérieur du cercle | 2 | — 
= r, alors 
Z—00 
Si Z = oo est un point singulier artificiel, la série de Laurent 
de la fonction f (z) ne contient pas de puissances positives de z, 
mais peut contenir z7!, donc Res ff (z) n’est pas nécessairement nul 


200 
dans ce cas. 
ExEmPLE, La fonction 


1+ TE n—0 


à RCIP 5 EE DCR 


=D (ire (|41>1) 


n=0 
a un point singulier artificiel en z — co, et c_, = 1, donc 
Res f(z) = —1. 
Z—=00 
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$ 13. Théorème des résidus 


THÉOREME. Soit f (z) une fonction analytique sur le plan de la rva- 
riable oo. Z iout entier sauf en un nombre jini de points z, - 
., 2x. On a alors 


> f (2) Res j (2) — (1) 


Bk= 1 2=—z 


DÉMONSTRATION. ee des cercles y,, y;, . .., Yn de centres 
respectifs Z1, Ze, +. ., Zn, de rayons assez petits pour qu'ils ne se 
- coupent pas et orientons-les dans le sens 

rétrograde. 2 

Menons par ailleurs un cercle T orienté 
dans le sens direct de centre © et de rayon 
assez grand pour qu'il contienne tous les 
cercles yÿ,, . .., yrenson intérieur (fig. 145). 
Le contour L = y; + 7; + + YN + 
+ T limite un domaine Q dans lequel 1a 
fonction f (z) est analytique. Cette fonction 
est également analytique ‘sur Z. De plus, 
un parcours de Z dans le sens de Ia flèche 
laisse le domaine Q à gauche. 


Fig. 145 En vertu du théorème de Cauchy on a donc 
| FC) +... + -| ÿ (2) nus LL: be (2) 
Yi YN 


En multipliant les deux membres de cette égalité par —1/2ni, on 
obtient 


Lot... fjotrr@ae0 
r- 


Yi Vw 
c'est-à-dire que 


Res f (z) + ... + Res f (2) + Res f (2) —0. 
22 y 7=00 


PAT AT 


On tiendra compte du fait que chaque contour y; ne contient 
qu'un seul point singulier z, et que z — est le seul point singulier 
situé à l'extérieur dé l. C.q.f.d. 

On applique ce théorème de la manière suivante. Si le calcul 
d'une intégrale de (2) est compliqué, on peut essayer de calculer les 
autres et déduire ensuite l'intégrale voulue par une opération arithmé- 
tique. 
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Le calcul de ces intégrales se ramène au développement de la 
fonction f (2) en série de Laurent au voisinage des points singuliers 
respectifs. En fait, il n’est pas indispensable de connaître intégrale- 
ment ces développements. Il suffit simplement de déterminer les 
termes de la forme c_1/(z — z;:). 


$ 14. Caleul d’intégrales avec les résidus 


Soit f (z) une fonction analytique dans le demi-plan supérieur 
tout entier (axe réel compris) sauf en un nombre fini de points singu- 
Liers 4;, 43, . .., an. Voyons comment sous ces conditions calculer 
les intégrales 


( f(x)dz, { f(x) ei" ax. 


THEOREME À. Si f (z) est une fonction analytique vérifiant les con- 
ditions ci-dessus et telle que [f (2) | << M/]2 !* pour |z2|1>R, où 
m >2etR un nombre assez grand, alors 


co N 
| f(x) dr= ni Res f(z). (1) 
— j—1 | 


DEMonsTRATION. Traçons un demi-cercle Z (orienté dans le sens 
direct} de rayon À et de centre © de telle sorte que tous les points 


Fig. 146 


singuliers de la fonction f (z) soient intérieurs à L (fig. 146). En vertu 
du théorème du $ 13 


R N 
| i@) dx + | f(x) di=2ni J} Res f(s). (2) 


_R L jt 93 
Comme |f(2)}|<M/]2|" pour |zl>R, il vient 


76) de | a = ner 0, R—oco (m—1>1). 
L 


En passant à la limite dans (2) pour À —+ c, on obtient (1). 
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[ee] 


ExEMPLE 1. Calculer l’intégrale | 


dx 
1+ xt ° 


La fonction j (2) — = est analytique dans le demi-plan 


supérieur, sauf aux points 
amer LE (+5, amet VE (1), 


qui sont des pôles simples. De plus, | f (2) | < 1/1 z |* (m = 4 >> 2). 
Calculons les résidus de la fonction jf (z) en a, et a,. En vertu de In 
formule (46) du $ 11, on a 


Res f (z) — 1,2), 
z=0; 


| (j 
Vu) 
où #(z}—1+2*. On a 4” (2) — . p'(a,)= 4esni4 — - Ae-ik LO, 
4° (a )— — desri/k — Apitfh TE 0. 


Res f (z) — + eit/s, Res f(z) — _ eine, 
2 


2—=CG1 —Qe 
La formule (f) nous donne 


pe ik 
PE (ei ein) 2 x 


00 


—i7/4h 


— 


— € 
2i 


—“< 


FE 


| 
SE 


THROREME 2. Si une fonction f (z) remplit les conditions du début 
du paragraphe et si lim f (z) = 0 uniformément en Arg z = q, alors 
Z— 00 


N 


À Î (x) ef: dr = 2ni 21 Res f (2) ex. (3) 


DST Comme dans la a du théorème 1, 
on & 


R 
À f(x) ei* dr + À f (2) ei: de = Qi > Res j (2) ei (4) 
“R or ne) 


(la fonction f (z) e* possède les mêmes points singuliers que f (z)). 


Il nous faut prouver que l'intégrale | f (z) e** dz tend vers 
L 
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pour À — o. On a 


so À LL: Le 


x 
=| | Î (Reïv) e”R sin @ eiR cos p; Reip dp < 
0 


CA 
< || (Rev) |e-R sin ® R dq. 
0 
Par hypothèse, [f(Re‘?)|<e pour RZN, pour tous les w 
(0<p<n). Donc (sin => 2p/r pour 0Lp<Lar/2), 
K 1/2 r/2 
AE | Re-Rsin dq — 2e À Re-R sine dp< 2e | Re-2RO/x dq = 
ù Ô Ô 
R 


(Ho) cafe em (En 
0 


En passant à la limite dans (4) pour À — œ, on obtient (3). 

Si une fonction f (z) possède des points singuliers sur l’axe des 
réels, on peut calculer les intégrales de cette fonction, si elles exis- 
tent, en considérant un contour d'intégration spécial. 

ExEMPLE 2. Soit f (z) = 1/2. Cette fonction possède un pôle sim- 
ple‘sur l’axe des réels au point z = 0. D'autre part, lim f(z) = 0 

Zz + © 
uniformément en ÂArg z — 

Considérons le contour de la figure 147. La fonction e*’ /z est ana- 
lytique dans la région hachurée quels que soient R et €, donc le 


nr ee 
-R —<€ 0 E —-R x 


Fig. 147 


théorème de Cauchy nous donne 
—2 


(É+£erfta-fs 


-R V 


(9) 


Comme plus haut, il est aisé de prouver que lim jte dz = (0. 


Ro ÿ 
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D'autre part, 


ete 
lim | PAL ALLAN lim À eie (cos p+i sin y) ige? dq 
e+0 . e0 à gei? 
LA JT 
=<ilim À eie (cos g+i sin @) Gp — à | dp= ni 
8—+0 
0 
Donc, lorsque R —> oo ut 8 — 0, l'égalité (5) devient 
—28 R . R . | où 
: ; et 1X ___ p—iX , sin T . 
ni=lim (| + {) de lim 26 | RES dx 2 21 À 7 Gr, 
e+0 &-0 dr x 
Ro 7 Fe Ro © D 


1.€. 


é sinz , ; 
La fonction ee étant paire, on a 
O0 
Sin + 
À ——— dx = 1. 
+ 
— 00 


Remarous. Si l’on a à calculer l’intégrale du produit d’une fonc- 
. par sinx ou cos x, on a intérêt à remplacer sin zx ou cos x par 
7. Cela est dû au fait que | sin z | et | cos z | croissent indéfiniment 


avec z, alors que | e** | — e-# + 0 lorsque y —+ o. Donc, la fonction 
sin Z 
f (2) pe | a un comportement différant de celui de la fonction 


f (z). Les parties réelle et imaginaire de l'intégrale | Î (x) ei* dx 


O0 
nous donnent ensuite les valeurs des intégrales | Î (x) cos x dx ct 
— 00 


|? (x) sin # dz. 


EXEMPLE 93. Calculer l'intégrale 


O0 


[ z d 
nn (ce, a >> 0). 
0 


Considérons la fonction eñaz/(a? + z?). Cette fonction est analy- 
tique dans le demi-plan supérieur sauf au point z — ai. La fonction 
f (2) = 1/(a? + 3°) = O0 pour z—+ 0 uniformément en Arg z = q. 
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Donc, en vertu du théorème 2,ona 


O0 


es ea eat eiaai " 
2 73 L +2 2 
: aiLz Darren 2ai , 4 


En considérant la partie réelle, on’obtient 


367 


1+ x? 
On a 
oo Le C0 
Fr — 4 — cos 2x dz=+ | dx (ee _ 
= | 2e) T2 J1Ezs 2 Jp — 
Ô Ô 
1 14 x T ELA 
 _ LIN PRLOELINCLOT 
= Arctg | 7 3 € Tr 76 ({— e2). 
Donc, 
" 2 
sin? x dx TT = 
= Tue) 
EXEMPLE 5. 
T costz ds | 1— sin 
cos? r dx! 4—sin?z _ 
re 1+ 7 = | in = 
Es CES sin? zx ++ nn LA " 
= ET z U—et) = (1+e?). 
Ô Û 


EXEMPLE 6, Calculer les intégrales de Fresnel !) 


où "©. 


| cos 2? dx, \ sin 2? dx. 


1) Augustin Fresnel, mathématicien et physicien français (1788-1827). 


# 


# 


368 THÉORIE DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE [CH € 


Considérons la fonction ei. Cette fonction étant analytique dans 
la région hachurée‘(fig. 148), le théorème de Cauchy nous dit que 


R 
| et dm + | ei” di+ | e# d —0, 
Û L Ÿ 
où L est un arc du cercle | z | = R, y un segment de la droite z = 


Fig. 148 


— peir/i, O0 Lp< RF(orientés suivant les flèches). Par ailleurs, 


0 R 00 
Fi dr = ('etprieinté gp = — ein (es peint [eo dp ; 
Y ee: ) 0 | 
4 
| | eir* dz = ei (REP Rjeir ” 
L Û 
rh m4 


0 


C0 


<R | e ni. R — co, 
: 0 


Lorsque R —+ co, on obtient (cf. chap. 2, $ 13, exemple 3) 
O0 O0 — 
8 His ns i/h ah 
| ex dx — eid# le p dp — eä/ V ral 
0 0 
En considérant les parties réelle et imaginaire, on trouve 


| cos rt dr — Va >. | sin at dr = V2 = 


: 1) 
1.6. 


00 00 


; | PA = 

2 — 2 —— pp 2 

| cos x? dr — | sin Z dx = 5 —= S. 
(4) 


0 
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$ 15. Fonction linéaire. Fonction homographique 


Fonction lintaire entière. Soient les fonctions 


wW—=z+c, (1) 
W. = TZ, (2) 
w — eï0z, (3) 


où c est un nombre complexe constant, r => 0, 0, un réel quelconque. 
Les fonctions (1), (2) et (3) appliquent toutes le plan de la va- 
riable complexe z sur celui de la variable complexe w. 
La fonction (1) réalise une translation de vecteur c (fig. 149). 


Fig. 149 Fig. 150 Fig. 151 


La fonction (2) (r >= 0!) définit une homothétie de centre © et 
de rapport r: |w]=r]|2z|, arg w = argz. La figure 150 corres- 
pond au cas où r > {. 

La fonction (3) définit une rotation de centre © et d'angle 6 
(fig. 151). 

Les fonctions (1), (2} et (3) possèdent des dérivées respectives 


w' = 1, w'=7r, w' — eù 
non nulles, donc elles réalisent des transformations conformes. 
Ces trois fonctions sont des cas particuliers de la fonction linéaire 
entière 
w=—=az+b (ax 0), (4) 


où a et b sont des nombres complexes constants. 
Cette fonction peut se mettre sous la forme 


w = a(z + c) = re (z + c), 


— bla, a = reit, 


où c 
D'où il résulte que 


w=ru u = eu, v—=2 +. 
24—06 87 
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En d’autres termes, la transformation du plan de la variable com- 
plexe z définie par (4) est le produit d'une translation de vecteur €, 
d’une rotation de centre © et d’angle 8 et d’une homothétie de cen- 
tre O et de rapport r. 


Fonction w=—.. En posant z — rei®, w — pei®, on ubtient 


{ 

Lénbe=l 8— —, (5) 
la deuxième égalité devant être comprise à 2kn près (k = 0, +i, 
2 su 

De là on voit que le cercle | z | — 1 se transforme en lui-même, 


plus exactement, l’image de chaque point de ce cercle est le point 
symétrique par rapport à l’axe réel. 

Signalons que si le cercle | z | = 1 est parcouru dans le sens di- 
rect, son image | w | — 1 l’est dans Le sens rétrograde. 


Fig. 152 


La transformation (5) peut être décomposée en deux trunsfar- 
mations : 


1 ’ 
= P =: (6) 
P=T, = — p'e (7) 
La transformation (6) est une inversion de pôle O et de puissance 1. 
L'image par l’inversion (6) d’un point z situé sur une demi-droite 
faisant un angle @ avec l’axe Ox est un point z° situé sur cette meme 
droite et tel que : 
2 4 


La figure 152 montre comment construire le point z° = r'e"* 
lorsqu'on connaît le point z = re‘? (la figure est construite pour le 
cas où z est situé à l'extérieur du cercle | z | = 1). À partir du point 
z on mène la tangente au cercle |z[| = 1 en 7, Tz' 1 ‘Oz. La simili- 
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tude des triangles OTz" et OTz nous donne 


OT __r Le. r 
TDF OT=À,. PT. 
Si le point z se trouve à l’intérieur du cercle | z | —j1, on mène à 


partir de z la perpendiculaire à Oz jusqu'à son intersection en T 
avec le cercle. La tangente en 7 au cercle coupe Oz au point cherché z”. 
Les points z et z’ sont dits inverses par rapport au cercle | z | = 1. 
La relation (7) définit une symétrie par rapport à l'axe réel, qui 
donne de z° le point 


PR RSS 


On voit sur la formule w — 1/z que, lorsque z — 0, le module du 
point w croît indéfiniment. On peut donc admettre que l’image du 
point z — 0 par la transformation w — 1/z est le point à l'infini . 

Ainsi, la transformation w — 1Â/z est le produit d'une inversion 
de pôle © et de puissance 1 et d’une symétrie par rapport à Oz. 


D'autre part w’ _— £ O0 -pour tout z tel que | z | > 0, donc 
l'application w — 1/z (| z | = 0) est conforme. 
Fonction homographique 
__ az+b 
 cz+d* (6) 


On admet que ad — bc Æ 0. Il est évident que l’image du point 
= —d/c (c = 0) est le point w = oc. 
La fonction w peut être mise sous la forme 


a bc— ad 
DÉLITS out c(cz+d) ? (2) 
d'où 

; d—b 
D'— > ÆLO (cz+dÆ0), 


ce qui exprime que cette application est conforme. 

La relation (9) indique que cette application est le produit des 
applications 

2-="ez hd. L'=ls, w= Az" +8. 

Si l’on traite une droite comme un cercle de rayon infini, alors: 
l'image d’un cercle par l'application (9) est un cercle. 

Il est évident qu'un cercle se transforme en un cercle par une 
translation, une homothétie et une rotation. De plus, l'intérieur 
d’un cercle se transforme en l’intérieur du cercle image. Donc, il 


suffit de vérifier si l’image d'un cercle par l’application w — - est. 
encore un cercle. On sait que l'équation d’un vercle dans le plan 


4 
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zOy est 
À (2? © y) mx —- ny - 1 
ou 
—0 (2=2+iy, 2-=2x—iy) 
ou encore 


rit Br+Br+1=0 (BU) (10) 


Dans le cas considéré, z = 1/w, z — 1/w. Donc, l'équation (10) 
se transforme en l'équation 
| 
À ==: rR+brie 0 


wi ‘ 


ou en l'équation 
A+ Bw+ Bw+ luww=0, 


qui décrit un cercle dans le plan de la variable w. 

En particulier, pour ! — 0 on obtient une droite, c'est-à-dire 
qu'un cercle passant par l’origine des coordonnées dans Île plan de z 
se transforme en une droite dans le plan de &. 

Signalons que l'application (9) peut donner de l’intérieur d’un 
cercle aussi bien l’intérieur que l’extérieur d’un cercle. 

L'application (9) dépend en principe de trois paramètres. Pour 
paramètres on peut prendre les quotients des nombres @, b, c et d 
à l’un d’entre eux (non nul). 

Donc, pour définir l'application (9), il faut se donner trois con- 
ditions. En général, on donne trois couples de points homologues : 


& , bc—ad : 
CRC Toad (==, 2: 3}. 


Il est immédiat que 


(ad — be) (2 — 2x) Kad =-Ue) (Zn — 73) 
: Res 
PUR Gr a (cmd)? PR 5 (em Fd)(cz; Ed) 
D'où 
Me Ur ms Mie 2. 2) 2 Fa 21; (11) 
W—Wy Wz—Wg  2—22  2g—23 


Ceci est l'application (9) qui associe aux points z, les points 

Soient donnés deux cercles T et respectivement dans les plans 
de z et de w. On demande l’application homographique qui trans- 
forme T'en FT” et l’intérieur de l en l’intérieur de [”. 

Sur T'et [”’ considérons deux triplets respectifs de points {z,, Ze, 
za} et {w,, w,, w,} se succédant dans le sens direct. L'application (11) 
sera alors la solution cherchée. 
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En effet, elle applique les points z, respectivement sur w, (k — 
— 1, 2, 3) et visiblement le cercle FL sur le cercle F”. 

Le fait que l’intérieur de F se transforme en l’intérieur de [” 
résulte de ce que l’application homographique est conforme. 

Les cercles T et l” sont orientés ici dans le sens direct. L'appli- 
cation étant conforme, la normale intérieure à l (en z, par exvmple) 


D 
Te a 
N 
on cd \ 
Pa ee ue Fo + 
ae “ - É ne . F + N 1____2 7 
RS es NE K 
2} Z2 KR KN 
Fig. 153 Fig. 154 


se transforme en uu arc de cercle (perpendiculaire à l'’ en w,) qui est 
situé à l’intérieur de l”; ceci assure que l’intérieur de T° se transfor- 
me en l’intérieur de l”. : 

Pour trouver l'application homographiqué qui transforme l'en 
T' et l’intérieur de T'en l'extérieur de T” il faut que dans la formu- 
le {11} les points {z,, z,, z,} se suivent dans le sens direct et les points 
{w;, w,, w:}, dans le sens rétrograde. 

Ceci se généralise au cas où Fou [”, ou let T’ sont des droites, 
la notion d’intérieur d'une droite sur laquelle sont repérés des points 
{Z1, Z2, 23} étant à préciser. 

Dans le cas de la figure 153, c'est le demi-plan supérieur, dans 
celui de la figure 154, le demi-plan inférieur. 

Si on ajoute le point o à la droite l', on peut la traiter comme 
un cercle continu (fig. 153 et 154) de rayon infini. 

On se déplacera sur T (en passant éventuellement par le point co} 
de z, vers z, de telle sorte que l’arc z,z, ne contienne pas z,. Ceci dé- 
finit un sens de parcours de l’, et l’intérieur de l'est alors le domaine 
qui reste à gauche. En fait, ce domaine est le demi-plan supérieur 
ou le demi-plan inférieur. 

EXERCICES. 

1. Trouver l'application homographique qui donne de l’inté- 
rieur du cercle unité le demi-plan supérieur et des points z, = +1, 


Ze = À, Z3 — —1 respectivement les points w, = 0, w, = 1, w, = 2. 
2. On demande |’ application homographique qui transforme le 
demi-plan supérieur en lui-même et les points z, = —1, 7 — 0 et 


Z3 = À respectivement en w, — À, w, — 2 et wa — 3 


CHAPITRE 7 


CALCUL OPÉRATIONNEL 


$ 1. Transformation de Laplace 


Dans ce chapitre on étudiera essentiellement des fonctions j (#) 
d’une variable réelle f, définies sur [0, {. On admettra parfois que 
f (t) est définie sur ]— co, co, mais qu’elle est nulle (f (t) = 0) pour 


JS 


Fig. 155 


t 0. On supposera de plus que la fonction f (£) est continue par 
morceaux et qu'elle possède un nombre fini de points de disconti- 
nuité de première espèce sur tout intervalle fini. Soit p — a + ib un 
nombre complexe. 

Considérons la fonction 


F(p)= | e?tj(o) dt. (1) 
si | 
LS) 1< M exp (7), 2) 


où a >> So, alors la fonction F (p) est analytique dans le demi-plan 
Re p > So (fig. 155). 
En effet, 


[EF (P =] texp (— at — ibi) jo) at|< | texp(—at) |f(é)| dt 
0 0. 


< | exp(—ai)-tM exp (soft) dt — M À texp(—(a—-sp)t)dt<< oo, (li) 
Ô 0 
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puisque a >> $,. Que la dérivation par rapport à p soit licite sous le 
signe d'intégration résulte de l'inégalité (2) et du fait que la fonction 
tf (t) exp (—pt) est continue par morceaux (cf. chap. 2, $ 15, théo- 
rème 2 

La fonction F (p) s'appelle transformée de Laplace de la fonction f 
ou Z-transformée de f ou encore image de f. 

On se servira des notations 


Fh)=£LG(t);p)}, fH=F(), FE)=ÿf(). 


La fonction j ({) s'appelle original de F (p). Le nombre 5, (ss — 
— $0 (f)) se nomme indice de croissance de la fonction j (t}) (sauf men- 
tion du contraire, on admet plus loin que l'indice de croissance de f 
est So). 

L'opération qui consiste à déterminer l’image F (p) sachant l’ori- 
ginal / (t), et vice versa, relève du calcul opérationnel dont les fonde- 
ments furent jetés par Heaviside *). Ce dernier élabora le calcul 


opérationnel sans le justifier. Signalons qu'il a envisagé la trans- 
formation 


F(p)= p | exp(— pt) f( dt, 
0 


i.e. À (p) = pF (p). 

Dans certaines questions on aura intérêt à se servir de Ja trans- 
formation de Laplace, dans d’autres, de la transformation de Heavi- 
side. Considérons la transformation de Laplace. 

Le calcul opérationnel a été justifié dans les années 20 dans les 
travaux de nombreux mathématiciens. 


THÉORÈME (D'UNICITÉ). Si deux fonctions continues f (t) et g (t) 
possèdent la même image F (p), elles sont identiquement égales. 


Nous glisserons sur Îa démonstration de ce théorème. 

En vertu de ce théorème on peut affirmer que l’image d’une fonc- 
tion continue f ({) non identiquement nulle ne peut être une fonction 
périodique. | 

En effet, si pour tout p on a F'(p) = F (p + w), où & = 0, alors 

À exp(— pt) f (6) dt = | exp (—(p+ 0) ?) f (9) dt. 
0 0 
D'après le théorème d’unicité 


f () = exp (— ot) f (&), 
i.e. exp (— ot) = 1 (o 0), ce qui est impossible. 


1) Oliver Heaviside, mathématicien et physicien anglais (1850-1925). 
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$ 2. Images de fonctions élémentaires 
et propriétés des images 


On appelle échelon unité ou fonction de Heaviside la fonction 


, 4 pour {>0, 
Go O0 pour t<0. 
Il est évident que l'indice de croissance de cette fonction est s, = l. 


Trouvons l’image de cette fonction dans la région Re p >> 0: 


L(o(t}; p}=— | exp (-— pt) dt — — + exp (— pi) 
0 


—— 
ts 
— 


(ee) 
0 


Donc, 
| 
Co (t) = n° (1) 


De façon analogue, une intégration par parties nous donne 1laux 
le cas de la fonction j (t) — cost: 


L(cost; p)— | exp(— pt) cost dt—{exp(— pi)=u, cost dt — dv}— 
0 


OC 


—exp{(—pt)sint F + p | exp (— pt) sin t di — 
0 


C0 


p\exp(—pt)sintdt=p| —exp(— pt)cost|" — 
| ! 


O0 


un À exp (-— pi) cos à dt | = p—p'licost; pl. 
0 


L(cost; p) = Tir (Re p=> 0), 


COSt RÉ r. (2) 
Nous avons montré incidemment que 
L (cost; p) = pL (sin t; p), 
d'où 
sint (3) 


1 + p? 
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THÉORÈME À (DE SIMILITUDE). Si f-=({t) F(p), alors 
: À 
fai) = —#F (=) (a > 0, Rep >max{ss, &so}). 


(#4 
En effet 


Lif{at); pl] = | exp (— pt) f (at) dt — {at —u, dt += 
4 


= 1 Texp (—-7 u) f(u) du == L|f(u); sh 
Ù 


s | 


Le théorème À nous donne 


a. p/a P : 
COST (paf — FFE 
. = À { a 
Sip ai — 


@ 1+(paf — p+a 


THÉORÈME © (PROPRIÉTÉ DE LINÉARITÉ). On «a 


L (Af (+) + Be (t); pl = AL[f (); pl + BL Ig(t); pl 


où À et B sont des constantes. 
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(4) 
(5) 


Cette propriété résulte de la propriété correspondante de l'inté- 
grale impropre. Signalons que si les indices de croissance des fonc- 


tions jf et g sont respectivement 5, et S,, alors  Af + Bg admet une 


image dans le demi-plan Re p => max {ss, So}. 
EXEMPLE 1. Trouver l’image de la fonction 


f () = 30, (t) + 2 cos 3t. 
En vertu de (1), (4) et du théorème 2, il vient 


LI (#); p=3L(00()3; pl+2L cos 8t; pl=+2 À 


pi+9 


ExEempLe 2. Trouver l'original de 


2 2 
FETE : 
Mettons F(p) sous la forme 
Ne en du Li "4 
F(p}=2 + 2 pi+4 


On a 


{ & £ ; 
a — l}, - — — sin 4é. 
P . Go ( ) p? +4? . 
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Donc, (en vertu du théorème du $ 1) 


f (#)= 200 (t) ++ sin 4t. 
._ THÉORÈME 3 (TRANSLATION DE L'IMAGE). 
L If (t) exp (—at); pl = LIf(); p +ol, Re (p + à) > 5. 


La démonstration est évidente. 


ExEMPLE 3. Trouver l'image des fonctions e-% cos ft, ef sin ft, 
ca 


Comme 
. _ _P 
COS Pi Er: 
le théorème 3 nous dit que 
- 7. pra ; 
L{exp(—at)cosft; p] ENST (6) 


De façon analogue, en se servant des formules (5) et (1}, on trouve 


Liexp(—at)sinft; p]= he A (7) 


_ (8) 


Lexp(— at); p]= Lo, (+); p+a=— 


EXxEMPLE 4. Trouver Z [ch at; pl, L [sh at; pl. 
En se servant du théorème 2 et de (8), on obtient 


Lichat; p|]— 


œt at 1 1 
LL; pJ= Let: pet; pl 


De façon analogue, 


L [sh at ; Pl= Er 
ExEeMPLE 95. Trouver l'original de F (p) = 1/(p° + 2p + 5). 
On a 


2 Du a 
FO pr ‘ut 


2 RE « LS —_ À ! L 
eg etsin 2, (D et sin 24. 
TH6ORÈME 4 (DE DÉRIVATION DE L'IMAGE). 


EE LIFE); pl LPS (#: pl. 
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D EMONSTRATION. Si Re p => s,, où 5, est l'indice de croissance de 
la fonction fj (t), alors l'intégrale 


&f (t)exp(— pt) dt 


De 8 


existe pour tout n = 1, 2, . .. Il est évident d'autre part que 


a | ex Î (ë) dt= | (—#ÿ"exp (— pt) f (t) dt. 
D'où L 


(C1) 2 [f (£) 17 pl _ LTf(t) ; 
EXEMPLE 6. Comme + 0 (t), le théorème 4 nous dit que 


en (het 


En poursuivant la dérivation, on obtient 


nl] 


le PE (nd 2,350). (9) 
Si r n’est pas entier, alors 


pnti 4 


T(a+1)=|e tdi Le; 1]. 


4 


Si n est entier naturel, alors T'(n + 1) = n! 


ExemPse 7. Trouver l’image de la fonction t cos af. 
On a 


us — Ccosai, — (>) —= 1 COS ai 
ou 
p? — a? . 
(P+EaY É COS Gé. (10) 
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THÉORBME 5 (DE DÉRIVATION DE L'OPIGINAL). On a 


L 1j"); pl = pLIf @); pl —j(0) (Rep >) 113) 


sous réserve que la fonction f (t) soit continue !), possède une dérivée 

j" (t) continue par morceaux sur [0, ol et présentant des discontinuités 

de première espèce et ait un indice de croissance s, égal à celui de f” {t). 
D£MONSTRATION. On a 


co N 
L{f (3 pl= | exp(— pt) f'(#) dé = lim |exp(— pt) j' (#) dt - 
0 0 


N = 00 


= im [ef ( [+ p Ï ei (+) dt | = 
0 


= —f(0) +pL{f(t); pl] (Rep> su 
car [e-PNf(N)]<e-2NMesoN = Me-(-s0N —— 0. 
COROLLAIRE. On «a 
L\F0 (); pl= 
= p'L{f(t); pl—p"1f(0)—...— pit 2 (0) — 700 (0) (15) 
(Rep >s,) 


sous réserve que f (t), , JU (£t) soient continues, f(" soit conti- 
nue par MOrCeaux SUT (0, œl et l'indice de croissance de la fonction j et 
de toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre n compris soit égal à so. 

En particulier, pour | 


f (0) = 7j" (0) =... = j®-D (0) — 0 (13) 
LI @), pl = p® LT (4); pl. (14) 


EXEMPLE 8. Trouver l’image de la fonction jf (£) = cos* t. 
Supposons que À (p) = cos? t — f(t). Alors 


f @ = pF (p) — j O) 


on & 


Or, 
; : | : 2 
f(0)=cos20—1, f'({)— —2sin t cost — — sin 2t — pas 
1) Si la fonction j (£} est définie sur l'intervalle ]0, œ[ et qu’existe la limi- 
te à droite f (0 + 0) — is f (), il faut alors remplacer f (0) par ÿ 10 + 0) dans 
+0 


: 150 
la formule (11). 
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Donc, 
| 2 
pl (p)—1 TA : 
d'où 
hip | 2 
d'or [1 p*+4 J= p(p?+4) * 


On aboutit au même résultat en se servant de l'égalité 


D cos 28 2 L D =, De 
cos? i — _ + , LiIcost; pl=:—+— : PL pur: 


THÉORÈME 6 on DE en 
F 
fra 2, 
P 
0 
En effet, en changeant l'ordre d'intégration, on obtient 


ç t . -pt _“ et |® _ 
Jef max [Dents dr a HS (dr 


en Lyu): p= LC 
= je  d SLU ED: pe E. 


[e,«) 


THÉORÈME 7 (D'INTÉGRATION DE L'IMAGE). Si l'intégrale | F (aq) dg 


converge, alors elle est l’image de la fonction f(t}/t 


LD = À F (9) da. 
D 


DEMONSTRATION. En changeant l'ordre d’intégration, on obtient 


Îr(o = | (Let, (#) dt) = | (fe dg) f (6) dt 
D P 0 0 ? 


| Jroæ- [12 eñd=L [LE p]. 


{—D 


= 


REMARQUE. {ci et plus bas on change l’ordre d'intégration. Le 
théorème de Fubini nous dit que cette opération est licite si l’inté- 
grale obtenue converge absolument. On admet de plus que le che- 
min d'intégration est entièrement contenu dans le demi-plan Re p > 
se 
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COROLLAIRE 2. 


(se) 


OPA 
Ni) 0 


sous réserve que les intégrales impropres soient convergentes. 
t 


ExemPze 9. Trouver l’image de la fonction | sin 2t dr. 


On a | 
sin 2T = HT ë 
Lun vertu du théorème 6 
S 2 
SNA TE . 


Sin t 


EXEMPLE 10. Trouver l’image de la fonction 


On sait que sin it — 5 . Donc, en vertu du théorème % 
Sin À Le dg EL | 
: = PER —Arctg gl = — Arctg D. 
P 


EXEMPLE 11. Calculer l'intégrale 


Sin t 
| DE du. 
L'exemple 10 et le corollaire 2 nous donnent 


00 


2: 00 T 
La dt= — Arctg q A = Te 
0 


THÉORÈME 8 (RBrARD DE L'ORIGINAL). Si f(t)-=0 pour I<U, 
alors 


Lif(t—t,); pl= e"rt L{f(t); pl, 


où to est un point quelconque. 
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DÉMONSTRATION. On a 
LIF(E—t); pl= | ePtj(— 1) dt 


0 
to 


= | ePtf(£— to) dt + ePtf(t—t) dt- 
0 


to 


= l ePif(i—t,)dt={t—t=u, dt= du) 
te : 


= | e-Pu+to)f (u) du = e-Pto | e"P*f(u) du=e-PtL[f(u); pl]. 
0 0 


ExEMPLE 12. Comme Z{o,(t) ; pl=+ il vient (fig. 156) 


LIy(—h); pl=e rh —. 


Exemp1e 43. Supposons que (fig. 157) 
f()=00(t—hk)—00 (th) (R< hs). 
Les théorèmes 2 et 8 nous disent que 


ep e — pu 


L{F(); p1=LloGË—2); p]—Liot--hk); pl=——, 


ExgmpLe 44. Soit une fonction f (t) (fig. 158) définie sur l'inter- 
valle [0, 2al par 


A pour { CIO, al, 
102 O0 pour £ CJa, 2al. 


La fonction f (t) est prolongée périodiquement avec une période de 
2a à l’axe des { positifs tout entier. Trouver son image. 


KT 2 CALCUL OPÉRATIONNEL [EH 7 


On a 
o0 œ (h+1)a 
LG: = ler y | ert;(a- 
0 k=Ù ka 
oo {2k+1)a 00 4 
ss e”Pt jee LE fo-P2RGa __ LD-D(2R+1)0I 
>» Adt= Y Le e | 
=() 2kR«a k=Ù0 
À S ohpa _ A(—e Pt) À 
TT p perd) — pÜ+e rs): 
h—0 


L'expression 


| fa 60) fa ( — 7%) dt 

0 ? 
s'appelle produit de convolution des fonctions jf, (t) et f, (t) et se dé- 
Signe par le symbole f, x j,. 


2a 3a 4a 5a 6a 


Fig. 158 


Il est immédiat de vérifier que 
t t 
À 460) fe (0 dr = À fi (0) (0 dr 
0 0 
{effectuer le changement f — + = u). 


THsoRÈME 9. La transformée de Laplace du produit de convolution 
est égale au produit des transformées de Laplace des fonctions f, (t) et 


f2 (€) (So (1) = 50 (2) : 
t 
LIT ARE D: D] 1140: PL: pl 
0 
D£émonsTRATION. Rappelons que f, (t) = f, (t) = 0 pour té < 0. 
En changeant l’ordre d'intégration (fig. 159) et en tenant compte du 
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fait que f, (t — t) = 0 pour 0 Lt << 7T, on obtient 
co LA 

Llfsfs pie et | f(x) fait") dr at 

Ô 


0 


= (ere atde- (jt (Ter (0 at) ar 
0 7 0 T 


={t—T=2, di a= (5, (T) (Le-reroy, (2) dz) dt — 
0 


0 
=| fi (n) e7 PT dt \ñ (ce? dz= L[fi(v); plLifi(z); pl 
0 0 


Signalons que l’intégrale double de la fonction e?*f, (x) f, (£ — ©) 
étendue au secteur infini {0 <T<t, 0 <'i< w} converge abso- 
lument pour Re p > 5. 

EXEMPLE 15. 

t 


L[\e-tchacdr; p|=Lie; plLichat; pl= 2 
Ô 


p=T" pc * 


CoRoLLAIRE 3. Si F (p) = f (t) et G (p) = g (t), on a la formule 
de Duhamel ?) 

t 
PF (p) G(p)E f(i)e(0)+ | (0 8° (67) dr. (15) 

DÉMONSTRATION. On a | 

t 
F(p)G(p)=\ f(x) g(i—*) ar. 

D'où il vient en vertu du FFE o de dérivation de l'original 


t 
PF(p)G (PE (| fe ED 4), = j (0 8 (0)+ for (ET) dr. 
0 


Tasoreme 10. Si % (f (x); y) et L[f (): p] sont les transformées 
de Fourier et de Laplace d'une fonction f (S (f) < 0), alors 


2nÿ (f (x); y) = L[f (x); y] FL (2); —iyl:: : (16) 


1} La tonctièn g (t) est justiciable de la même propriété que la fonction 
f (£);, voir note en bas de la page 380. Marie Phones RUE RAS He 
{67 1872 


25—0687 
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En effet, 
00 o0 ] 
Any (f (x); y) — | e*Vf (x) dx = | ex] (x) dx + À ef (x) dr — 
— 00 0 — 00 


= Lif (a); iyl+ | ef (— 2) de = L{f(&); + LIf(—2); — il. 
0 


La formule (16) nous permet de trouver sans peine la transformée 
de Fourier d’une fonction f si l’on connaît sa transformée de Laplace. 
EXEMPLE 16. Soit 


ea cosfx, 10, daj>0, 
Ÿ(e) = | 0, A 
Trouver la transformée de Fourier de cette fonction. 
La transformée de Laplace de la fonction f existe (s, (f) = —«}), 
donc 
An (f(x): y) =LIf(x); iyl=Lle-%cosBr; iy]= HET 


(iy+a)+p? ° 


Citons sans les prouver quelques théorèmes indiquant comment 
trouver l'original quand on connaît l’image. 


THgorëmMe 11. SF (p) est une fonction analytique dans le plan 
complexe achevé, p = o est un point régulier et F (oo) = 0, c'est-à- 
dire que la série de Laurent de F (p) est 


F(p) = ÿ, 
k=1 
alors 
0 10; 
ro] D Cn+1 mL t>0. ve 

n=0 

En effet, 

A € t LME: : - C 
jige-ntas Den fe-mrge Sn SE, 
0 n—0 Û n=0 k=1 


ce qui prouve le théorème en vertu du théorème d’unicité du $ 1. 
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THéORÈME 12. Si F(p) est une fonction rationnelle de pôles p;,, p2,..: 
. Pmr ÙOrs 


HA 2 Des DRE (18) 


Si pr sont des pôles simples et : (p) = À (p}/B (p), où A (p) ei 
B (p) sont des polynômes ne présentant pas de zéros communs, alors 


ad 
f(#) — 2 Fe" ePht, (19) 
Tasorgme 13 (ForMuLE De MELLIN 1), Si F (p) est une fonction 
analytique dans Re p >> 50, F (p) —- 0 uniformément par rapport à 
x +100 : 
Arg p.pour | p | + cet | |Fp)ldy< M, alors F (p) est l'image 
x—i00 
de la fonction 
X+i00 


| etF(p)dp (2>s0). (20) 


x—ioo 


ro = 


EXEMPLE 17. Trouver l'original de la fonction 


F @) = 1/4 — 1) @? + 1). 


On se servira du théorème 12. On a À (p)= 1,8 (p) = (p — 1) : 
X (p° + 1). Les points p = 1 et p = +isont des pôles simples pour 
la fonction F (p). En vertu de la formule (19), on a (B° (p) = 3p° - 
— 2p +1) 


et eit erit 
Der = 7 lé — COS é—sin é]. 
ExEMPLe 18. Trouver l'original j (£) de Ia fonction Æ (p) = 
— sin (1/p). 
On à 
| { Î { 
SD ip Hip": 


c'est-à-dire que Æ (p) remplit la condition du théorème 11. Donc, 


ta 
PURE 3 ST +37 ; A4 


Dressons le tableau des images des fonctions élémentaires. 


1) R. Mellin, mathématicien finlandais . (1854-1933). 
EL 
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n° Fonction | Transformée de Laplace 
P 
n : % 
2 sin Gé | Do 
: P 
J | cos at | PCT 
- nt 
4 cos & (t— to) le 
p° + a 
| { 
D -œi 
| | | ee 
6 | sh œt | — at 
ni | ch œt | D ETR 
$ e%t sin ft ee 
| | @+o + 
{ et cos Bt DE 
| ; | CENENS 
. | " | T'R+1) 
pntl 
| dE (p) 
11 inf (1 que 
| 0) | re 
| PQ Le” ® es 
| (p+a)? 
: 2pœ 
4 a 
Î t Sin Œi | (+ ap 
p?— 2 
4 t COS Œt (Ha 
15 fn) (#), f(0) =... = jf(-1) (0) =0 | PTE (p) 


t 
16 À to dc TT) 
0. À 
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pLif; pi-L{g; pl 


tn 
to 


th 
Di Ru (Œ>0) 
R=0 


Suite 
n!! | Fonction | Transformée de Laplace 
17 10 À F (a) dg 
P 

18 {(G— to) | ePt0F (p) 
{19 Oo (t—h) ht 

; P 
20 fi*fe | L{f1; pl°L(f:; Pl 


t 
21 1e O+ 1e Er 
0 


$ 3. Applications du calcul opérationnel 


Etant donnée une équation différentielle d'ordre nr à coefficients 
constants 


ant (+... + ax (à) + ax (à) = f (6), (1) 


on demande de trouver la solution x (ft), t >> 0, qui vérifie les con- 
ditions initiales 


z (0) =, 2 (0) 25, ...,2%-D(0)=2@-D. (2) 


Soit z (t) la solution cherchée. En portant x (t) dans (1) on obtient 
une identité. Donc, la fonction du premier membre de (4) et la fonc- 
tion / (&) ont la même transformée de Laplace: 


L | z an D Ù p|=Lu6; JE 


En vertu du corollaire 4 du $ 2ona 


dR 
LE | p\=p'L [xs pI—p*-!x(0)— ... — pat-2 (0) —2@-1(0), 
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La propriété de linéarité de la transformation de Laplace nous don- 
ne donc 


al | Es p]+... +aLle; pJ=L{f; pl: 


ñ 


an lP"Lir; p]— po pt ee — pts — 26" ]+ 
Fan (PL Ts; D ph ee PE Ep +... 
. +a[Lir; pl—-xl+aLfx; p|=£Lff; p]. 


Pour abréger l'écriture, on posera Lx; pl — r(p), Lif; pl = 
— F (p). On a alors 


r (p)-[anp" + 1) SU ET TRE ap + 40] = 
= an LP ao + Past ee +] + 
Lan PO PRE PTE 
. + (pro ++ &xo+F(p). (3) 


L’équation (3) s'appelle équation auxiliaire ou équation opérato- 
rielle. 

Signalons que dans (3) le coeïficient en x (p) s'obtient à partir 
du premier membre de o en remplaçant formellement les dérivées 
dhx 


qe Par les puissances p*. Désignons ce coefficient par 


Ry D) = ap" + anapt +... + ap + &e 


Il est immédiat de voir que ce coefficient est le premier membre de 
l'équation caractéristique de l’équation différentielle (1) (cf. chap. 1, 
$ 16, (2)). Cherchons l’image de la solution sous la forme 


Days F Tr — 
= + RD G) 


\ 


ou 


Dr (P) = GiTo “+ do (PTo + Lo) + 8 (PL + PT + Lo) + 
an (pr + pa + + paf Lie DT, 


Si les conditions initiales sont triviales, c’est-à-dire si zo = ... 


... = 4") = 0, alors la formule (4) devient 
F 
 (p)= {4° 


L'original de (4) ou de (4”) est, en vertu du théorème d'unicité, 
la solution zx (ft) cherchée. 
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ExemPLe 4. Intégrer l'équation 


z+äx=2, mm =x =0. 
La formule (4) nous donne 


ES à 
FOSTER: 


puisque 2 — 2/p. Décomposons l’image en fractions élémentaires : 


= _1iri P : 
= |: 
D'où 
1 { Î | 
fx (?) 79 Op Œ)—- cos 2t — 9 2 COS dte 
Nous avons obtenu la solution (1 — cos 2it)/2 uniquement pour 
t > 0. Il est immédiat de vérifier qu'elle est aussi solution de l’équa- 
tion pour ? << 0. Du reste, ce fait résulte de considérations générales 
sur lesquelles nous passerons. Cette remarque concerne aussi les 
exemples 2, 3 et 4. 
On peut également se servir du théorème 12 du $ 2(4=2,B — 


= p (p° + 4), B' = 83p° +.4; les nombres 0 et +2i sont des zéros 
‘simples du polynôme B (p)) : 


eût e2it er?it 

(=2| FO FE tra ]J— 
CE ES 1 
=2| ++ Re î TZ € ut | = cos AA 40 


ExEMPLE. 2. y"+2y"+5y=:sinxz, uy(0)—0, y’ (0) = 1. 
Formons l'équation opératorielle 


[p°?y (p)— py (0) —y" (0)1+-2 Lpy (P) — y (0)1 + 5y (p) = 


HT - 
y (p)(p?°+2p+5)= re +1. 
Il vient 
ZE 
VO E Gps PPS EDG E2PES 
Les nombres p = +i, p = —1 + 2i sont des zéros simples du 


polynôme B (p) = (p° + 1) (P° + 2p + 5). Le théorème 12 du $ 2 
nous dit que (4A—=p*+2, B°(p}) = 2p (p° + 2p + 5) + 
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+2(p + 1)(p° + 1)): 
A(Hi)=1, B'(ij=4i(2+i, B'(—i)=—4i(2-.i), 
A(—1+2i)— —14—4i; B'(—1+2i)- —8i(2i+1) 
eh B'(—1— 2) —Gi(2i- 1), 


e”ix — (1 + 4i) et-1#+2ix 
y(x)= &C+Fi D i) + — 4i (2—i) + — Bi (2i+1) 
(&i—1)e-4#9%  sinz COS Z e- e 2x 
PRG) os em re : FE +6 sin 2x |. 


On peut se servir aussi du procédé de décomposition de l'image 
en fractions élémentaires: 


Pie 2. 2 
(p2+4)(p?+2p+5)n  p?+1 p+2p+5° 


Les nombres 4, B, C et D fs'obtiennent par la méthode des 
coefficients indéterminés : A= —1/10, B=—1/5, C—1/10, D—1. 


Donc, 
tue 4 
(pes 10 À. p 2 
JUPES PH2pts 10 pit 5 Pi 


: PEL 5 2 2 
70 rire T0 write: 


Le tableau des transformées de Laplace (cf. page 388) nous donne 


y (x) = — _. COS T + — : sin 2+ * COS 2 + e* sin 27. 


On a parfois intérêt à se servir de la formule de Duhamel (cf. 
$ 2, (15)) pour résoudre des équations différentielles. 

Considérons l’équation (1) avec des conditions initiales triviales : 
x (0) — . = 4®%-D (0) — 0. On peut toujours se ramener à ce 


cas par la substitution 
mn 1j 


()=y(D+ > La (0). 


k=0 
Supposons que l’on connaisse une solution de l'équation (1} avec 


un second membre égal à { et des conditions initiales triviales. L’é- 
quation opératorielle s'écrit alors 


R, (p) a (P)=+, (5) 
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où z, (p) est l’image de la solution x, (ft). De (4'} et (5) il s'ensuit 


x (p)— RD Pa (P})F (p). (6) 


En vertu de la formule de Duhamel 
t 
PF (P)2(p) & (62 (0) + | (r)ai(t— +) dr 
1) 
ou compte tenu du fait que zx; (0)=0, on obtient 


{ 
z(p)=pF(p)a(p)& | ft a GT) dr. 
0 
Donc, la solution de l'équation (1) vérifiant les conditions initiales. 
triviales sera de la forme 
D 
z(t)= | (ait, (7) 
0 
où zx. (t) est la solution de l’équation (1) pour j (t) = { et pour des. 


conditions initiales triviales. 
ExEmPre 3. Intégrer l'équation 


2" —2= x (0)= zx" (0) = 
e 


Résolvons tout d'abord le problème de Cauchy pour l'équation 
Ti —t = 1, 2, (0) = x; (0) = 0. 
Formons l'équation opératorielle : 


P°xi(P)— %; (P) po (P)= p{p?—1) 7 pi—1  p° 
D'où 


REMARQUE. Le second membre de l'équation x! — x; = 1 étant. 
de forme spéciale, on peut chercher la solütion par la méthode géné-- 


rale (ci. chap. 1, $ 18). 
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D'après la formule (7) 


c À AR 
x(t) — À 11e sh (£ —T) dt — | de 
0 0 d 
t LA t 
rer e_tdt + | d(e*+1) __ e"é ñ et +1 + | ed 
2 J 1+ef 2 14e 2 2 2 e7+1 
t 
25 = HOT et+1 el ,f et d(e-"+1) 
ee ne 0-0) un 
__ et et+1 1 , et et et+4 
DA De Do 


=shtin SL LT—tet het 1]. 


Résolution de systèmes d'équations dif- 
férentielles. Etudions cette question sur un exemple concret. 
EXEMPLE 4. Trouver la solution du système différentiel linéaire 


z+3y+2y=0 
vérifiant les conditions initiales y (0) = x (0) == 0. 


Soient x (p) et y (p) les images des solutions cherchées. Formons 
les équations opératorielles 


177 


2pz (p)+ pu (p) +2 (p)=<; 
pp) + 3py (p) + 2y (p) =0. 


On obtient ainsi un système linéaire d'équations algébriques pour 
les images. Le déterminant est 


2p+1 P 
D 3p+2 


La résolution de ce système nous donne 


æ, 4  Sp+2 = 4 
Éd teE ÉEARET EEE 


Mettons l'image y(p) sous la forme 
1 2 0,3 


1 


(P)= —ÿ5 (p-+0,733—0,09 — 3 (p+0,7}—(0,3)2 ? 


& 1] 
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d’où 
y (> —+e-0rtt sh (0,3)r. 
D'autre part, 
D D 
2 (P) = 50,097 * p SP Tp+2 
9 0,3 + p+0,7 EL 0,7 
(p+0,7)—(C,38)° __ (p+0,73—(0,87 (p+0,7):— (0,3) ? 


1.e. 
x(t)—=2e"0%7tsh (0,38) +1 —e-07% ch (0,35) — 


— Led 0 sh (0,35) = 1 —+e-0:7 sh (0,35) —e-0.1t ch (0,3). 


Calcul d’intégrales. 


EXEMPLE 5. Calculer l'intégrale 7 (x) - [ss 
Trouvons l’image de cette intégrale : 
L{T(æ); pPl— Le | | TEL à dx = 
û 0 
= À Peso (1— 00820) de = À Lit—cos 2; pl — 
0 0 0 


=([ P 1$= | dt = <rarctg + EL 
FU RER IRT) PER) — Ep (1-0 — 2p2* 


I(a)=+ x. 
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